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Resumo

O presente trabalho apresenta uma introdugao as séries de Fourier. Algumas apli-
cagoes sao consideradas na resolucao de equagoes diferenciais ordinérias e parciais, que
modelam oscilagoes forcadas e a equagao da onda regulando uma corda vibrante.

Palavras-chave: Oscilagoes Forcadas, Equacao da Onda, Func¢oes peridodicas, Equa-
¢oes diferenciais.
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1 Introducao

Problemas envolvendo fenémenos periédicos ocorrem com bastante frequéncia em
fisica, engenharia e outras areas - considera-se por exemplo as vibragoes mecéanicas,
escoamento de fluidos, transmissao de calor, etc.

As funcgoes periddicas relacionadas a esses fendmenos podem ser complicadas. Mui-
tas vezes, precisa-se representar essas fungoes como uma série trigonométrica infinita

f(z) = % + ;(an cos nx + by, sennx)

Essas séries infinitas de senos e/ou cossenos sao chamadas de séries de Fourier a qual
recebe esse nome para homenagear ao fisico e matematico francés Jean Baptiste Joseph
Fourier(1768-1830) que as empregou de um modo sistematico e geral em seu trabalho
principal, Théorie analytique de la Chaleur (Teoria Analitica do Calor, Paris, 1822),
onde desenvolveu a teoria da conducao do calor, fazendo dessas séries uma das ferra-
mentas mais importantes da matematica aplicada.

O estudo das séries de Fourier é ampla e com diversas aplicagoes, como por exemplo
no processamento digital de sinais, na teoria da comunicac¢ao, na fisica-médica e em
muitos outros campos.

Este trabalho apresenta um estudo introdutério as series de Fourier assim como
algumas aplica¢oes na resolucao de equacgoes diferenciais.

O trabalho é dividido em trés capitulos, que se distribuem como segue:

No capitulo 2, apresenta-se a teoria basica das séries de Fourier. Tratou-se sua
periodicidade, seus coeficientes e convergéncia. Discutiu-se as séries de Fourier para
fungoes pares e impares assim como extensoes de fungoes.

No capitulo 3, aplicou-se a teoria de séries de Fourier na solugao de equagoes or-
dinarias. Seré apresentado dois exemplos de problemas de oscilagao de um corpo com
forca externa periddica.

No capitulo 4, as séries de Fourier foi aplicada a equagao da onda regulando a corda
vibrante.

E finalmente, no capitulo 5, tém-se as conclusoes.



2 Séries de Fourier

Um ntimero importante de problemas em fisica ou engenharia envolvem equagoes
diferenciais. Muitas vezes para resolver essas equacoes diferenciais precisa-se expres-
sar uma fungdo dada como uma série infinita de senos e/ou cossenos. Essas séries
trigonométricas sao chamadas séries de Fourier.

Neste capitulo, apresenta-se em forma introdutoéria as séries de Fourier. A apli-
cagao dessas séries na solucao de equagoes diferenciais serd apresentado nos capitulos
seguintes.

Considere-se a série trigonométrica

[an cos (?) + b, sen <?>} (2.1)

Para determinar que fun¢oes podem ser representadas pela série (2.1), bem como
para obter os coeficientes da série da funcao quando isso ocorrer, precisamos antes
estudar algumas propriedades das fungdes cos(nmx/L) e sen(nmx/L), que aparecem na
série (2.1).

0
— +
2

[M]¢

n=1

2.1 Propriedades das funcoes seno e cosseno

2.1.1 Periodicidade

Definicao 2.1. Seja uma funcio f : R — R | dizemos que € periddica de periodo T > 0
se seu dominio contém x + T e

fla+T) = f(z) (2.2)
para todo r € R.

Segue imediatamente da defini¢ao 2.1
fl@)=fla+T)=f(x+2T)=--- = f(z +nT).

Logo, se f é periodica de periodo T', entao f é periddica de periodo nT para qualquer
inteiro n > 0. Assim se existir o periodo para uma funcao, ele nao é tnico.

Exemplo 2.1. As fungdes cos(z) e sen(x), tem periodos 27, 4w, 6, . ..

O mais interessante é determinar o menor periodo de uma fungao, como segue a
definicao.
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Definigao 2.2. O menor valor de T que satisfaz a equagao (2.2), é chamado de periodo
fundamental de f.

Em geral, o periodo fundamental de uma funcgao periédica é citada simplesmente
como sendo o periodo da funcao.

Exemplo 2.2.
(i) As fungoes cos(x) e sen(x) tem como periodo fundamental 7' = 2.

(ii) Uma fungao constante pode ser considerada peridédica com qualquer periodo, mas
nao tem periodo fundamental

No que segue, discutimos a periodicidade das fung¢oes que constituem a série (2.1).
Para isso precisamos das seguintes proposigoes.

Proposicao 2.1. Se f € periddica de periodo T e a > 0, entao f(ax) é periddica de
periodo T'/a.

Demonstra¢do. Suponha que 1" é o periodo de f(az), da definicio (2.1);
flax) = f(a(z +T)) = f(az + aT)
Logo , desde que f é periddica de periodo T', concluimos que:
ol =T

ou

N
I
SRS

]

Proposicao 2.2. Se f| e fy sao duas fungoes periodicas com periodo comum T, entao
qualquer combinagao linear ¢y f1 + cofo também € periodica de periodo T'.

Demonstracao. Seja f(x) = ¢y fi(z) + cafo(x), entao para qualquer z.
fla+T)=cfilz+T)+cfolr+T) = crfi(z) + c2fo(x) = f(2)
]

Como consequéncia da proposi¢ao (2.1), as fungdes cos(nmz/L) e sen(nmx/L),
n =1,2,3,..., sdo periddicas com periodo fundamental 7" = 2L/n. Portanto, como
todo multiplo inteiro de um periodo também é um periodo, cada uma das funcoes
cos(nmx/L) e sen(nmx/L), tem periodo comum 2L. Por outro lado, segue da proposi-
¢ao 2.2, que a funcao

fn(z) = A, cos <@> + B, sen (@> (2.3)
L L
também é periddica de periodo 2L para cadan =0,1,2,3,...

A seguinte proposi¢ao é uma generalizagao da proposicao 2.2.
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Proposicao 2.3. Seja f,, dada por (2.3), entao

C()f() + lel + ...+ Cnfn
€ periodica de periodo 2L.

Desta ultima proposicao, temos que a funcao

= cufulz) (2.4)

é periodica de periodo 2L. Reescrevendo (2.4), obtemos a expressao

f(ZL‘) = COfO +chfn

_ CoCLO‘i‘ZCn[A cos( z )—l—B sen (nzxﬂ

n=1

= D fancos (U) +busen (U1

n=1

=2

onde cpag = ap/2, ¢, A, = a, e ¢, B, = b,. A escolha de uma constante ag/2 em vez
de ag tornara as formulas mais faceis de lembrar. Além disto, pode-se mostrar que se

a série infinita
nwT
: busen (<)
—l—Z[a cos( )+ sen i

na qual consiste de fungoes periddicas de periodo 2L, convergir para todo x, entao a
funcao a qual ela converge sera periddica de periddica 2L.

2.1.2 Ortogonalidade

As relacoes de ortogonalidade que serao apresentadas, sao uma segunda propriedade
essencial das fungoes cos(nwx/L) e sen(nmx/L).

Proposicao 2.4. (Relagdes de ortogonalidade) Sejam m,n inteiros positivos, entao
valem as sequintes relagoes

/j: oS (mgx) cos (?)d-’ﬂ = { %7 % i Z (2.5)

/L cos (?) sen (?)dm =0, Ym,n (2.6)
-L

J s Y G T an
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Demonstragao. Estas relagoes podem ser obtidas através de integracao direta e uso
de identidades trigonométricas. Por exemplo para demonstrar (2.5), para m # n,
utilizaremos a seguinte identidade trigonométrica

<m7T:U )
cos cos
L

Logo, integrando a identidade, obtemos

/_LL coS (m;rm) coSs (?) dr = %/LL coS <M) dx

I + cos I

L

(nm:) _ ; [COS (m —n)mrx (m+ n)mc}

Resolvendo cada integral a direita, conseguimos

o (e () o

L =L
1 / cos (m +n)rx dp — L <onl (m+n)rx 0
2J) L L 2m(m + n) L v=—L

Assim temos que;

Mas para m = n,

L mnx mnx
—— )dr =1L
/ . CoS < 7 ) coS ( i ) x +

L
/ coS (mmc) CoS (mwm) dr =1L
_I L L

Para (2.6) utilizaremos a seguinte relagao trigonométrica

cos (M5 s (%52 = sen (20 — e (20

Integrando,

Portanto

L mmrx nwx 1 [t (m+n)rx
/_Lcos( 7 )sen(T>dac = 5/_Lsen(T)dw
B l/Lse (m —n)mx 4
2 ) " L v

E evidente que ao resolver as duas integrais do lado direito seu valor é zero para qualquer
m,n. Ja para arela¢ao de ortogonalidade (2.7) o processo pode ser facilmente verificado
por calculos anélogos a relacao (2.5), utilizando a rela¢do trigonométrica referente a
senos. =
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2.2 Coeficientes de Fourier

Supondo agora, que uma série trigonométrica da forma (2.1), converge e vamos
chamar essa soma de f(z). Isto é,

- 30 + i [am cos ( > + b,, sen (m2x> } (2.8)

m=1

Sabe-se da proposicao (2.3) que a funcao f(z) é periddica com periodo 2L (apenas para
a soma finita). O objetivo nesta segdo é encontrar a relagdo entre os coeficientes ag, a,,
e by, e a funcao f(x). Para isto, supondo que cada termo de (2.8) possa ser integrado
em um intervalo (—L, L), se prosseguira da seguinte maneira

/_LLf(I)dx = /_i%dx—i—é[am/_LLcos(?)dx—i—bm/_LLsen(?)dx}

= aoL

pois cada integral envolvendo uma funcao trigonométrica é zero. Assim sendo,

1 L
-1 /_ )i (2.9)

Agora sera calculado o coeficiente a,,, quando m > 1, multiplicando (2.8) por cos(nmz/L),
onde n é um inteiro positivo fixo. Integrando temos,

/ f(z cos = —/ d.il: + Z am/ cos cos (?) dx
+ i b /L sen (w) cos <@> dx
m=1 " -L L L
Segue das relagdes de ortogonalidade (2.5),(2.6) e (2.7)

L
/ f(x)cos(?)dx:anlz n=123,...
~L

Por fim, temos uma férmula para o coeficiente a,,, como segue:

- %/LL f(z) cos <?> dz (2.10)

De modo semelhante, multiplicando (2.8) por sen(nmz/L) e integrando-o, encontramos

L nwx
/Lf(m)sen <T> dr =b,L n=123,..

De modo que a equacao para encontrar o valor de b,, fica,

= %/_LL f(z)sen (?) dx (2.11)

Portanto se a série (2.1) converge para f e se a série pode ser integrada termo a termo,
entdo os coeficientes ag, a, € b, tém que ser dados pelas equagoes (2.9), (2.10) e (2.11)
respectivamente. Motivados pelos calculos anteriores, agora temos a seguinte definicao.
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Definicao 2.3. Seja f : R — R uma fungao periodica de periodo 2L tal que as sequintes
mntegrais existam

1 L
ag = —/ f(x)dx (2.12)
L/,
1 L
a, = z/_L f(z)cos (n_zx) dx (2.13)
1 L
b, = E/—L f(z)sen (?) dx (2.14)
paran =1,2,3,... Os nimeros a,, paran >0, e b,, para n > 1, sao definidas como

coeficientes de Fourier da funcio f. A série trigonométrica construida por meio
destes coeficientes

f(x) ~ % + i [an cos <%) + by, sen (?) } (2.15)

¢ definida como a série de Fourier de f.

O simbolo ~ usado em (2.15) é para lembrar que esta série esta associada a f, mas
pode nao convergir para f.

Exemplo 2.3. Considere-se o problema de determinar a série de Fourier da seguinte
funcao
0, —mt<z<0
flz) = flz +2m) = f(z)

r, O<zx<m

Note que esta funcao é periddica com periodo 27, entao neste caso, L = 7 e a série de
Fourier da funcao f tem a forma

f(z) ~ % + 3 [&n cos(nx) + by, sen(nx)] (2.16)

n=1

onde seus coeficientes sao obtidos pelas equagoes (2.12), (2.13) e (2.14), com L = .
Substituindo f em (2.12), vem
2 T
——0) == 2.17
(F-0)-3 e

1 0 1 g 1 CCZ
ap W/_W(O)erW/OSCJJ W<2>
1[0 I L ["
anz—/ (O)dx+—/ xcos(@> dx:—/ x cos(nx)dx
T ) T 0 Vs T 0

Para n > 0, a equagao (2.13), nos da

0

Resolvendo a integral por meio de integracao por partes, chegamos em

e B CVEs (2.18)
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Por fim da equagao (2.14), decorre

1 [° I
by = — [ (0O)dz+ = [ xsen(nz)dx
-7 T Jo

™

1 [—cos(nm)nm
o n?
— cos(nm)
n
(_1)n+1
_ 9.19
) (219)
Uma vez calculados os coeficientes, substituimos os resultados obtidos de (2.17),(2.18)
e (2.19), na série (2.16), por fim temos a série de Fourier de f
(_1 n+1

- sen(nx)

Fl) ~ T 3 [ogl(-1)" = 1] cos(na) +

ou equivalentemente

T 2 2 2
f(x) ~ 17 cos(x) — on cos(3x) — 35 cos(bz) + ...

1 1
+ sen(z) — 5 sen(2x) + 3 sen(3z) + ... (2.20)

Algumas somas parciais dessa série aparecem na figura® abaixo

ELI.
4

I
&|a
= ta]a

n=1 == n=3 n=15 == fix) |

Figura 2.1: Somas parciais da série de Fourier (2.20)

Exemplo 2.4. Determinar a série de Fourier da fungao

—nr<x <0
f(z) = [z +2m) = f(x)
1, O<z<m

L0 grafico da figura foi feito no software Maple2015, os procedimentos realizados pode ser visto no

apéndice A.1
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Como f tem periodo 27, segue que L = 7 neste problema. Logo, a série de Fourier de

f tem a forma

f(z) ~ % + i [&n cos(nx) + by, sen(nx)]

onde os coeficiente ag, a, ¢ b, sdo dados pelas equagoes (2.12),(2.13) e (2.14) com

L = m. Assim, tem-se

Qo

Analogamente,

s 0 ™
_ % [ e = %/ﬂ(—1)dm+%/o 1dx
— _71(0—(—7r))+%(7r—0) =—-14+1=0
_ 1 ﬂf(:v) cos(nz)dx
T™J %
— %/_i(—l) cos(nx)dx + % /07T cos(nz)dx

=0 paratodo n=1,23,...

%/ﬂ f(z)sen(nx)dx
0 T
= %/ (—1)sen(na7)da:—l—%/0 (1) sen(nx)dx
% {#] para todo n=1,2,3,...

Assim, a série de Fourier de f é da forma

ou equivalentemente

Fla) ~ i 2 [ conoy

1

™

f(z) ~ 4 [sen(x) + 3 sen(3x) + % sen(bz) + ]

(2.21)
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I = e
Vv
0.5
RIS LA L
1 2 ] 2 2 3
X
5

n=3

n=15 m— ) |

Figura 2.2: Somas parciais da série de Fourier (2.21)

A figura® a seguir apresenta, algumas somas parciais de (2.21)

Exemplo 2.5. Para determinar a série de Fourier da fungao
0,

I
0,

—JI<x<—1,
flz) = -l<z<1,

f(z+6)=f(z)
l<x<3

note-se que f tem periodo 6, sendo assim L = 3. Portanto a série de Fourier de f pode
ser escrita da forma

—i—Zancos( > + b,, sen <n7?:x)

Das equagoes (2.12) (2 13) ,

obtemos os valores ag e a, como descrito a seguir

1
—/1dx = S(1—(-1)

/ (mr ) 1 nmw
a, = cos | —x
3/ 3

d T ( )
x - sen 3 x
Da equagao (2.14), tem-se

o f () 3

—1
Por conseguinte a série de Fourier de f ( e grafico na Figura 2.3)

1 nmw !
- dr = —— cos (—x)
nmw

oy 55 e () s (75)

3

20 grafico da figura pode ser feito seguindo os passos realizado na figura 2.3
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/T

0.6

0.4

-3 S\ g 0 1 2 3
X
-02

[=—n=1

n=3 n=15 m— ) |

Figura 2.3: Somas parciais da série de Fourier

2.3 Convergéncia de uma série de Fourier

Adiante, sera estabelecido condigoes suficientes para que uma funcao f seja igual a
uma série de Fourier.

Definigao 2.4. Uma funcao f é continua por partes no intervalo [a,b], se existir um
numero finito de pontos a = xg < x1 < --- < T, = b,, tais que

(i) f € continua em cada subintervalo [x;—1,z;], i =1,2,...n

(ii) existem os limites laterais a esquerda e a direita nos extremos de cada subinter-
valo.

Exemplo 2.6. Observe-se a fungao a seguir

1, 0<z<m

fx) = [z +2m) = f(x)

A funcao é continua por partes em qualquer intervalo fechado da reta. Seus pontos de
descontinuidade sao pontos nm com n € Z e os limites laterais nestes pontos sao 0 e 1.

Exemplo 2.7. A fungao f(x) = 1/z,x # 0, ndo é continua por partes no intervalo
[—1, 1], pois ndo existem os limites laterais em = = 0.

O teorema subsequente da condicoes suficientes sobre uma funcao perioédica f para
que a sua série de Fourier convirja pontualmente para f nos pontos de continuidade

de f.

Teorema 2.1. (Teorema de Fourier) Seja f : R — R uma fungao periddica de
periodo 2L, tal que [ e f', sdao continuas por partes nmos intervalo [—L,L]. Entdo a
série de Fourier de f

30%—50:[%005( >—I—b sen(an>}

n=1
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onde

1 L
tn= | S@eos (F) e m=01.23,..

1 /L
bn:z/_Lf(x)sen<%x>daz, n=123,...

CRPICE.
2

converge para f(x), se f € continua em x, e para , se [ € descontinua

em T.

A demonstracao do teorema foge ao objetivo do presente trabalho, todavia pode
ser encontrado em [1] [2] [3]

Exemplo 2.8. Sabe-se do exemplo (2.3) que a série de Fourier da funcao

0, - Tt<x<0

flz) = f(z+2m) = f(x)

r, O<zx<m

é dada por
2 2 2
f(z) ~ % -= cos(z) + o cos(3x) + % cos(bzx) + ...

1 1
+ sen(z) — 3 sen(2x) + 3 sen(3x) +... (2.22)

Segundo o teorema de Fourier, temos:

(i) Para valores de descontinuidade (z = (2k — 1)m, k € Z), a série de Fourier de f
converge para
fat)+ @) _ 0+
2 2

7r
2
(ii) Ja para os demais pontos, a série de Fourier converge para f(z).

A maneira na qual a série (2.22) converge para f esta ilustrada na figura a seguir

\/JSV % 4 \]fz D \77{\\/5‘ 5

Figura 2.4: Gréafico da convergéncia da série de Fourier (2.22)
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2.4 Séries de Fourier de funcoes pares e impares

Percebe-se que a série de Fourier do exemplo (2.4) é formado apenas por termos
senos, ja no exemplo (2.5), a série apresenta apenas termos cossenos. Este fato se da
devido que algumas fungoes sao simétricas.

Definigao 2.5. Uma funcao f: R — R é par se f(—z) = f(z), para todo x € R.

O significado geométrico de uma fungao ser par é que seu grafico é simétrico em
relagao ao eixo do y.

2

Exemplo 2.9. As fungoes |z|, ° e cos(nmx/L), para qualquer n € N sao fungoes

pares.
Definigao 2.6. Uma funcao f: R — R é impar se f(x) = —f(—x), para todo x € R.
Assim, o grafico de uma fungao impar é simétrico em relagao a origem.

3

Exemplo 2.10. As fungoes z,x° e sen(nmz/L), para qualquer n € N, sao fungdes

impares.
Adiante serao enunciados as propriedades das funcoes pares e impares.

Proposicao 2.5. (i) A soma de duas fungdes pares resulta em uma fung¢ao par. Bem
como a de duas impares, resulta em uma impar;

(ii) O produto de duas fungées pares, € uma fung¢ao par;
(11i) O produto de duas fungoes impares, gera uma fung¢ao par;
(iv) O produto de uma fun¢ao par por uma fun¢ao impar gera uma fung¢ao impar.

Demonstracao. As demonstracoes de todas essas afirmacOes sao simples e seguem,
diretamente, das definigdes. Demonstraremos o item (iv). Seja f : R — R uma funcao
par e g : R — R uma funcao impar, entao

(f9)(z) = f(x)g(x) = f(=2)[=g(=2)] = =[f(=2)g9(=2)] = =(fg)(—x)
Portanto temos que fg é impar. O

Também sao importantes as duas propriedades de integrais de fungoes pares e
impares que enunciaremos a seguir

Proposicao 2.6. Seja f : R — R uma funcdao integravel em qualquer intervalo limi-
tado.

(i) Se f € uma fungao par, para todo L € R, entao

‘[if@ﬁM::?ALf@ym

(ii) Se f € uma fungao impar, para todo L € R, vale

/if@ﬂxzo
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Demonstracao. Se f for par, entao

/LL f(x)ds = /OL f(z)dz + /OL f(z)dzx

Fazendo x = —s, na primeira integral a direita do sinal de igualdade, obtemos

/_LLf(x)d:c: —/Lof(S)ds+/OLf(;c)d:c:2/0Lf(x)dx

A demonstracao da propriedade correspondente a fun¢oes impares é similar a realizada
para a funcao par. O

Agora aplicaremos as duas proposigoes anteriores ao calculo da série de Fourier de
fungoes pares e impares.

Proposicao 2.7. (Séries de Fourier de fungoes pares e impares)

(i) Seja f: R — R, uma fungdo par que satisfaz as hipdteses do teorema de Fourier.
Entao,

) L
an:Z/o f(l.)cos<n_zx)dx7 n:O’17273""

b, =0, para todo n
Logo,
fir= 3+ S s ()

(i) Seja f : R — R, uma fung¢ao impar que satisfaz as hipdteses do teorema de
Fourier. Entao,

a, =0, para todo n,

nnx

o (L
bn:Z/o f(:v)sen(T>d:E, n=123,...

Logo,
f(z) = ; b, sen (?)

Demonstracao. (i) Se f é par, em virtude da proposicao (2.5) a fungao f(x) cos (nmz/L)
é par, ja a fungao f(x)sen (nmx/L) é impar e os respectivos valores dos coeficientes
a, e by, sao obtidos usando-se a proposi¢ao (2.6).

(77) Se f é impar temos da proposic¢ao (2.5), que f(x)cos(nmx/L) é impar e
f(z)sen(nma/L) é par. Portanto os valores de a,, e b,, também sdo obtidos através da
proposigao (2.6). O
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Assim, a série de Fourier de qualquer funcao par é formada, apenas, pelas fungoes
trigonomeétricas pares cos(nmx/L) e pelo termo constante; é natural chamar tal série
de série de Fourier em cossenos. Analogamente, a série de Fourier de qualquer
fungao impar é formada, apenas, pelas fungoes trigonométricas sen(nmx/L); tal série é
chamada série de Fourier em senos.

Exemplo 2.11. Considere-se a fungao
fle)=2, se —2<x<2 e f(r+4) =f(v)

Desde que f é impar com L = 2, temos que a,, =0 e

2
bnzz/ xsen<@>dx
L J, 2

4
= (0 — cos(nm)nm)
4
- _1 n+1
—(=1)

Logo a série de Fourier de f é a série de senos, a seguir

o~ R e (1)

Observe que nos pontos de descontinuidade ..., +2, 46, ... a série converge ao valor
médio zero.

S

Descontinuidade == p=5 =)

Figura 2.5: Grafico de uma fun¢ao impar

Exemplo 2.12. Seja f : R — R, periédica de periodo 2 e definida por f(z) = 2 em
—1 <2 <1. Como f é par, teremos uma série de cossenos cujos coeficientes sao:

2 [! 2
aoz—/ ride = =
1/, 3
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9 1
a, = —/ 2% cos(nmx)dax
0

=5 cos(n)

- (-1

nm

Portanto a série de Fourier da funcao f é

=1 =035 0 0.3 I

X

| Drescontinuidade = p=5 = f'uncz‘ml

Figura 2.6: Grafico de uma funcao par

2.5 Extensoes peridodicas pares e impares

Por vezes, ao se resolver problemas de equacgoes diferenciais, ha a necessidade de
extender um func¢ao f dada, originalmente em um intervalo [0, L], em uma série de
Fourier de periodo 2L. Esta extensao pode ser realizada de diversas formas, as mais
utilizadas na pratica sao as extensoes de f a uma funcao par, de modo que a série de
Fourier de f, seja uma série de cossenos. Analogamente podemos extender f a uma
funcao impar, sendo a série de Fourier de f, uma série de senos.

Definigao 2.7. Seja f uma funcao definida no intervalo [0, L], defina uma fungao g,
periodica de periodo 2L tal que
flz), 0<zx<L
g(x) =
f(=z), —L<x<0

A fungao g €, entao, a extensao periddica par de f. Sua série de Fourier, que €
uma série de cossenos, representa f em [0, L].
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Definigao 2.8. Seja [ definida no intervalo (0, L). Defina uma fun¢ao h periddica de
periodo 2L, tal que
flz), O0<z<lL,
h(z) = 0, x=0,L,
—f(z), —L<z<0

A funcao h é, entao, a extensao periddica impar de f. Sua série de Fourier, que
¢ uma série senos, representa f em [0, L].

Exemplo 2.13. Considere-se a fun¢ao f(x) = 22 se 0 < z < 1. Se tomarmos a
extensao periddica par de f, teremos a seguinte funcao

x2, 0<z<1

g(z) = g(z +2) = g(z)
x5, —1l<z<0

cujos coeficientes de Fourier sao dados por

1
2

a0:2/ 22de = =
0 3

1
a, = 2/ x? cos(nmz)dx
0

=

n2m2

Logo, a série de Fourier de f é a série de cossenos

_1+4 = (=1)"
E n?

cos(nmz) 0<zx<1

Em contrapartida, se tomarmos a extensao periédica impar de f, obteremos a seguinte
funcao
x5, O<z<l,
h(z) = 0, x=0,1, h(z + 2) = h(z)
—z°, —l<zxz<0

Neste caso, obtemos
1
b, = 2/ v% sen(nmwr)de
0

) "

nm n3m3

Assim, a representacao em série de Fourier da expansao impar de f fica

f(z) = %Z {(_12:” + 2 [(=1)" — 1] | sen(nmz)

n3m2



3 Séries de Fourier e Oscilacoes
Forcadas

Nesta capitulo utilizamos as séries de Fourier para resolver problemas modelados
por equagoes diferenciais ordinarias. Em especial, aplicaremos as séries de Fourier a
problemas de oscilagoes de um corpo com uma forga externa periddica.

3.1 Oscilacoes Forcadas

Sabe-se que as oscilagoes forcadas de um corpo de massa m sao governadas pela
equacao diferencial ordinaria. [4]

mz" (t) + ¢’ (t) + kx(t) = F(t) (3.1)
onde z = z(t) é o deslocamento em rela¢do a posi¢ao de repouso, ¢ é a constante de

amortecimento, k ¢ a constante da mola (constante elastica) e F'(t) a forga externa
dependente do tempo. Consideraremos F'(t) como uma fungao periodica qualquer. A

figura 3.1, mostra o modelo.
| x(t)
k

F(t)

m B
y all
c V4

Figura 3.1: Sistema vibratorio considerado

A solugao geral da equagao ordinaria (3.1) é da forma:
2(t) = wn(t) + (1)
onde xp(t) é a solugao geral da equagdo homogénea correspondente
ma” (t) + ¢/ (t) + kx = 0,

e ,(t) ¢ uma solugao particular da equagdo nao homogeénea (3.1). A determinagao da
solucao zj € simples e envolve as raizes A; e A9, da equacao caracteristica

mAX + e+ k=0.

25
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Para determinar a solugao particular x, serd usada a teoria das séries de Fourier na
qual sera descrita posteriormente. Supondo que a forca F' pode ser representada por

sua série de Fourier.
v (250) (50
ay, COS 7 n Sen 7

onde os coeficientes de Fourier aq, a,, € b,,, sao dados pelo teorema de Fourier 2.1, entao
pelo método dos coeficientes a determinar [5], devemos procurar uma solugao particular

da forma: .
z,(t) = % + ; [an cos (%t) + [ sen (n—gt> }

em que g, 0, € 3, sao coeficientes a serem determinados substituindo z, na equacao
diferencial (3.1). Os exemplos a seguir ilustrardo os procedimentos a serem seguidos.

NE

F() =3+

n=1

Exemplo 3.1. As oscilagoes de um sistema massa-mola amortecido sao modeladas
pela equagao ordinaria;

(1) + 0,052/ (t) + 252(t) = F(t) (3.2)

onde a forga externa é dada por:

t+g, —mT<t<O0
F(t) = F(t+2m) = F(t)
—t—l—g, O<t<m

Desejamos encontrar a solucao geral da equacao ordinaria. Para isso, sabe-se que
a solugao geral da equacao diferencial ¢ x = x3, + z,, onde z,, é a solugao particular e
xp, € a solucao geral da equagao homogénea:

2" () + 0,052 (t) + 25z(t) = 0. (3.3)
A equacdo caracteristica de (3.3), é A* + 0,05\ 4+ 25 = 0, a qual tem como raizes:

A= 0,025+ _v992997@ o 0.025twi,  onde w— \/—992, 097

Assim a solugao geral da equacao homogénea é
z(t) = c1e7 9% cos(wt) + cpe” "% sen(wt)

onde c; e ¢y sao constantes. Desde que F' é uma funcao par, segue do teorema de
Fourier (2.1) e da proposigao (2.7):

F(t) = Zan cos(nt) com a, = w (3.4)

Vamos procurar uma solugao particular da forma,

T,(x) = Z oy, cos(nt) + B, sen(nt) (3.5)

n=1
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com coeficientes «a,, e 3, a serem determinados.
Desde que seja possivel fazer a derivagao termo a termo de (3.5) obtém-se:

(1) = i [ — aynsen(nt) + nf,n cos(nt)] (3.6)
zp(r) = i [ — apn®cos(nt) — Byn? sen(nt)} (3.7)

Substituindo as expressoes (3.4), (3.5) até (3.7) na equagao diferencial (3.1) obtemos

[ — a,n® cos(nt) — Byn? Sen(nt)} +0,05 i [ — aypnsen(nt) + np, cos(nt)]

1 n=1

+ 25 i [an cos(nt) + Sy, sen(nt)] = i a, cos(nt)

n=1

WE

3
I

Assim esta expressao pode ser escrita como:

i [(25 —n?a, + 0, 05nﬁn} cos(nt) + i [(25 —n?)B, —0, 05nozn] sen(nt)
n=1 n=1

= Z a, cos(nt)
n=1

Pela unicidade dos coeficientes de Fourier devemos ter um sistema

(25 — n?)ay, +0,05n06, = a,

—0,05n0ay, + (25 —n?)3, =0
Resolvendo o sistema obtemos

25 —n?)a, 0, 05na,,
:% ) @1:% n=1273. .
onde D,, = (25 — n?)? + (0,05n)2.

Assim uma solugao estacionaria [4], da equagao diferencial é

WE

25 — n%)a, = 0,05na,
n=1

t =

3
Il
_

(25 —n?)2(1 — (=1)") cos(nt) + f: 0,05n2(1 — (—=1)")
D

D, m™n?2 n m™n?2

[
WE

sen(nt)

n=1 n=1
= 25—n? 4 = 0,2n
- ; D w2 cos(nt) + nz::l D sen(nt)
n impar n impar
L 4(25 —n?) = 0,2
= ; Dot cos(nt) + ; Dorn sen(nt) (3.8)

n impar n impar
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Finalmente, a solugao geral da equagao ordinaria (3.1) é da forma:

z(t) = cre” "% cos(wt) + cpe” " sen(wt) + Z M cos(nt)
- 2 D,mn?
=1 n
ngnpar
= 0,2
— sen(nt
T Dt
nim_par

Na tabela a seguir, tem-se alguns valores numéricos dos coeficientes «y, € 3,

’ Coeficientes \ n—1 \ n—3 \ n—=> \ n=>r \ n—9 ‘
o, 0,05305 | 0,00884 0 -0,00108 | -0,00028
B 0,00011 | 0,00008 | 0,20371 | 0,00001 0

Inserindo os valores da tabela em a solugao (3.8), obtém-se uma aproximagao de x,;

z,(t) = 0,05305 cos(t) + 0,00011 sen(t) + 0,00884 cos(3t)
+ 0,00008 sen(3t) + 0,20371 sen(5t) + . ..

Exemplo 3.2. Encontre a solugao geral da equagao ordinaria :

2" (t) + wia(t) = F(t) (3.9)
onde
t+m, —T<t<0
F(t) = F(t+2m) = F(t)
—t+, O<t<m
e|lw|#0,1,2,3,...

Neste caso a equagao ordinaria (3.9) modela um sistema massa-mola sem amorte-
cimento e acionada por uma forga externa F(t).
A solugao geral procurada é da forma:

z(t) = xn(t) + 2p(t)
onde z, ¢ a solucao particular e z;, ¢ a solugao geral da equagao homogénea
2" (t) + w?z(t) = 0 (3.10)
cuja equacdo caracteristica A\? + w? = 0 tem como raizes:
A= t|wli
Logo, a equagdo homogénea (3.10) possui solugao geral;
zp(t) = ¢1 cos(wt) + co sen(wt)

onde c; e ¢y sao constantes arbitrarias. Até aqui a solucao geral da equagao ordinaria
(3.9) é dada por:
x(t) = ¢ cos(wt) + cosen(wt) + x,(t) (3.11)
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Agora, deve-se determinar x,(t).Para isso, desde que F'(t) ¢ uma fungao par, do teorema
de Fourier 2.1 e da proposic¢ao 2.7, temos que

2(1 = (=1)")

F(t) = g + Zan cos(nt), ay, = o

(3.12)

Logo, pelo método dos coeficientes a determinar 4], supondo que

xpy(t) = % + i [an cos(nt) + B, sen(nt)}

com coeficientes «q, o, € 5, a serem determinados. Supondo que as derivadas da série
seja igual a série das derivadas:

i [ aynsen(nt) + nf, cos(nt)}

n=1

o0

Z [ ann? cos(nt) — n?B, sen(nt)]

=1

Substituindo-se (3.12), x, e x, na equagao diferencial (3.9), deve-se ter:

f: [ — ayn? cos(nt) — n?B, sen(nt)}

n=1 n=1

[ozn cos(nt) + B, sen(nt)}

= g + ; a, cos(nt)

que pode ser reescrito como

i [Ozn(wQ —n?) cos(nt)] + w22a0 + i [Bn(WQ — n?) sen(nt) } = -+ Zan cos(nt)

n=1 n=1

De onde conseguimos o sistema,

ozn(w2 — n2) =a, wag=m Br=0

ou equivalentemente

an ™
Qo =

671:0

E7
Assim, uma solu¢ao particular da equagao ordinaria (3.9) é dada por

o)
s

ap,
xp(t) = ﬁ + Z m cos(nt)
1

n=

ou equivalentemente

W) = 5+ S A Ty

— w? — n? mn?
T 4 & 1
= 2.2 + = Z 2= )2 cos(nt)

n=1
n impar
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Finalmente, a solugao geral da equagao ordinaria (3.9) é da forma:

o0

4
t) = t )+ —
z(t) = ¢1 cos(wt) + cosen(nt) + + = — E

2w2 —n

cos(nt)



4 Séries de Fourier na Vibracao de
Uma Corda

As equacgoes parciais modelam diversos problemas da matematica aplicada, que
surgem quando as fungoes desconhecidas (as solugoes) dependem de duas ou mais
variaveis, geralmente do tempo t e de uma ou diversas varidveis espaciais.

Neste capitulo, discutiremos uma equacao parcial importante da matemaética apli-
cada, a saber, a equagao da onda regulando a corda vibrante.

4.1 Equacao da onda: Vibracoes de uma corda

Sabe-se que o deslocamento vertical, U(z,t), de uma corda elastica de comprimento
L presa nas extremidades é governado pelo problema de valor inicial e de fronteira [5]

(6]

Uy = Uy, O0<ax<1, t>0 (4.1)
U0O,t) = UL, t) =0, t>0 (4.2)
U(x,0) = f(z), O<z<L (4.3)
Uy(z,0) = g(x), O<z<lL (4.4)

A equagao (4.1) é chamada de equagao da onda.

A constante ¢* que aparece em (4.1) é estritamente positiva e depende da densidade
linear e da tensao da corda. As condi¢oes de fronteira em (4.2) estabelecem que os
extremos da corda sao mantidos fixos para todo tempo t; enquanto as condig¢oes iniciais
(4.3) e (4.4) especificam, nessa ordem, o deslocamento inicial e a velocidade inicial de
cada ponto da corda.

Para resolver o problema (4.1)-(4.4) usaremos o método de separagao de variaveis
que consiste nos seguintes passos.

Passo 1 Fazendo U(z,t) = X(z)T(t), obtemos de (4.1) duas equagoes ordina-
rias: uma para X e outra para 7.

Passo 2 Achamos solucoes dessas equacgoes ordinérias que satisfazem as condi-
¢oes de fronteira (4.2).

Passo 3 Finalmente, usando séries de Fourier, faremos uma composicao das
solugdes obtidas no passo Passo 2 para obtermos a solugao de (4.1) que satisfaz
(4.2)-(4.4), ou seja, a solu¢ao de nosso modelo da corda vibrante.

31
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Passo 1. Encontrando duas equagoes ordinarias da equagao da onda (4.1).
Devemos procurar solugoes nao nulas da forma:

U(z,t) = X (2)T(t) (4.5)

onde X (z) é uma fungdo de x e T(t) é uma fungdo de t. Diferenciando (4.5) com
respeito a t e x, obtemos

U .U
“Z = XT = =X'T 4.
ot D2 (46)

Substituindo essas expressoes na equagao da onda (4.1), chegamos em
XT"=c*X"T
Agora com o intuito de separar as variaveis, dividimos tudo por ¢*>X T, sendo assim

T// X//
2T~ X

(4.7)

Observe que no lado esquerdo de (4.7) é funcao apenas de ¢, enquanto que o lado direito
¢é funcao apenas de z. Logo, o lado esquerdo e o lado direito devem independer de t e
de x, respectivamente. Dessa maneira ambos os lados devem ser constantes, isto posto,
igualaremos ambos os lados a uma constante k, isto é

1"
T
[§

X//
Z_k S
c2T X

—k (4.8)

onde k ¢ um parametro independente de ¢ e de x.
Reescrevemos (4.8) como duas equagoes ordinarias separadas

X"—kX =0 (4.9)

T — kT =0 (4.10)

Agora devemos separar as variaveis nas condigdes de fronteira (4.2). Apods substituir
(4.5) em as condigoes (4.2), temos

XO)Tt)=0 e X(L)T{t)=0 Vt>0

Se X(0) # 0 ou X(L) # 0, entao T deve ser zero para todo ¢ e assim, de (4.5), U ¢
identicamente zero. Para evitar solucoes triviais, devemos ter:

Assim, chegamos ao problema de valor de fronteira em X:

X"—kX =0, X(0)=0 ¢ X(L)=0 (4.11)

Passo 2. Nesta etapa serao resolvidas as equacoes separadas.
Devemos determinar X e k resolvendo o problema (4.11). Consideraremos separa-
damente os casos k > 0, k=0¢e k < 0.
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Suponha, primeiro, que k£ > 0. Para evitar o aparecimento frequente de raizes
quadradas, é conveniente fazer k = u?, 1 € R, e escreve-se a equacao (4.11), como

X”—,uzX:(]

cuja solucao geral é:
X (x) = ¢ cosh(puz) + co senh(px)

A condi¢ao X (0) =0 em (4.11) implica que
0 = ¢; cosh(0) + ¢y senh(0) = ¢

e entdo, a segunda condi¢ao, X (L) = 0, resulta em cysenh(uL) = 0. Como Lu # 0,
segue que senh(uL) # 0 e, portanto, co = 0. Logo X = 0 e nao existem solugoes nao
triviais quando k > 0.

Vamos supor agora que k = 0. Entdo a equagao em (4.11), se reduz a X" = 0,
com solugao geral X (z) = c¢;x + ¢3. As condigoes de fronteira em (4.2) s6 podem ser
satisfeitas se ¢; = 0 e co = 0, portanto também para este caso s6 existe a solugao trivial
X =0.

Finalmente, consideraremos o caso k < 0, fazendo k = —y?, a equacdo (4.11) fica:

X"+ 12X =0
cuja solucao geral é
X(x) = ¢ cos(pux) + cysen(ux)
A primeira condigao em (4.11), X(0) = 0, requer que ¢; = 0 e entdo, da segunda

condicao chegamos em
cosen(pul) =0

Para evitar a solugao trivial X = 0, toma-se co = 1. Em decorréncia,
sen(ul) =0

De onde
p:pn:f, n==41,+2,43,...

e assim,
nw

X:ansen<—$>, n=123,...
L
Note que para valores negativos de n, obtemos as mesmas solugoes com ressalva de uma
mudanca de sinal, portanto solucoes correspondentes a valores negativos de n podem
ser descartadas.

Agora Substituindo k = —p? = —(n7/L)?, na equacio (4.10), obtemos

e a solugao geral desta equacao é dada por
T =T, = by cos(A,t) + b}, sen(Ant)

onde
enm

MZ(TT» n=1,23,... (4.12)
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Portanto, multiplicando as solugoes para X e T', concluimos que as fungoes
Un(x,t) = sen (n_zx) [bn cos(Ant) + b sen(A\t) |, n=1,2,3,...

satisfazem a equagao diferencial parcial (4.1) e as condigbes de contorno (4.2). As fun-
¢oes U, sao chamadas, as vezes de solugoes fundamentais do problema. Combinagoes
lineares das solucoes fundamentais

Uz, t) = caldn(z,t)

sao também solugdes de (4.1) e (4.2). Mas uma solugao deste tipo néo necessariamente
satisfaz a condigao inicial U(x,0) = f(z), para uma fungdo f(z) mais geral. Assim
vamos supor que a solugao do problema de valor inicial e de fronteira (4.1)-(4.4) seja

U(z,t) = Z sen (n_zx) b, cos(Ant) + by sen(\,t)] (4.13)

n=1

Passo 3. Solugao do problema inteiro. Séries de Fourier.
Para resolver o problema completamente, devemos determinar os coeficientes b, e b},
de modo que a fungao U(x,t) em (4.13) satisfaca (4.3) e (4.4).

Assim para satisfazer a condica@o inicial U(z,0) = f(x), devemos ter:

f(x):L{(x,O):ibnsen (n_zx>7 O<z<L (4.14)

Reconhecemos nessa tltima expressao a extensao peridédica impar da funcao f. Logo,
devemos escolher os coeficientes b, s de modo que U(x,0) se torne a série de Fourier de
senos de f(z); de acordo com a proposi¢ao (2.7) seus coeficientes sdo dados por

9 L
bnzz/o f(m)sen(?)dz, n=123... (4.15)

Similarmente, derivando (4.13) em relagao a ¢ e usando a condigao inicial Uy (z,0) =
g(x), chegamos em

g(x) = i bl A\, sen <n_7[rfc>

n=1
Sendo assim, a série acima ¢ a série de Fourier senoidal de g(x). Novamente da propo-
si¢ao (2.7), vem

2 nwT

L
by A\, = E/o g(x) sen <T> dz, n=123,... (4.16)

Como \,, = (enm/L), obtemos por divisao:

o L
by = — [ g(x)sen (%) dx, n=123,... (4.17)

enm o

Assim, determinamos todas os coeficientes desconhecidos em 4.13 em série da solugao

U(z,t).
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Exemplo 4.1. Vamos considerar uma corda elastica de comprimento L = 10 cm,
presa nas extremidades, com coeficiente ¢ = 1. A corda é colocada em movimento sem
velocidade inicial de uma posigao inicial

08

0.7

0.6

0.5

04

03

02

0.1

Figura 4.1: Posicao inicial da corda.

Para encontrar U(z,t) (deslocamento), para a posigao inicial f(x) dada, temos que
resolver o problema de valor inicial e de fronteira

utt = Z/{:m:
U0, 1) = U(10,£) = 0
Uz, 0) = f(z)
U (z,0) =0

Desde que g(z) = 0, temos de (4.16) que b, = 0. Usando (4.15) e integrando por
partes, obtemos

2 (1 nmwx
b, = 1—0/0 f(z)sen (1—()) dx
8

B 1/ xsen<mm>dx+1/10 10—msen<n7rx)dx
5/, 8 10 5/ 10 10

De (4.12) temos que A, = % Assim, a solucao em série é dada por:

[e.e]

25 dnm nmt nwx
U(z,t) = Z 52 Sen (T) oS (W) sen (1—())

n=1

A figura (4.2) de U(z,t) em fungdo de x para 0 < x < 10 e para diversos valores de ¢,
com 7 finito.
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Figura 4.2: Graficos de U em fungao de x para valores fixos de t.

Figura 4.3: Graficos de U em funcao de x e de t.

Exemplo 4.2. Considere uma corda eléstica de comprimento L = 10 c¢m, pressa nas
extremidades, com coeficientes ¢ = 1, sem deslocamento inicial, porém com velocidade
inicial dada por

4x
= —(10 — 2)? <zr<1
or) = 2o(0 =2, 0<w<10
Aqui, temos que resolver o problema de valor de inicial de fronteira
z/{tt = u:m:
U0,t) =U(10,t) =0

U(z,0) =0,
Z/[t(ﬂf,()) = g(l’)
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Desde que f(x) = 0, segue de (4.15) que b, = 0. De (4.16), tem-se

2 [ 4x nm
o= = [ X (0—2)? (—)d
v = om ) sopll0 @) sen (g ) da
_ 2 20000(2nT + n7 cos(nm))
1250w nimt
320
=i (2 4 cos(nm)
Portanto de (4.13), a solugao é dado por
= 320 t
U(x,t) = ; - (2 + cos(nm)) sen (%) sen (nl_%x)

4000

3000

2000

1000

Figura 4.5: Graficos de U em funcao de = e de t.



5 Conclusao

Neste trabalho apresentou-se um estudo introdutoério as séries de Fourier bem como
calcular seus coeficientes. Ortogonalidades das fungoes senos e cossenos. Estabeleceu-
se condigoes suficientes para convergéncia de Fourier. Mostrou-se que a série de Fourier
se torna mais simples quando trabalhamos com fungoes pares e impares. E finalmente
expos a utilidade do uso de séries de Fourier na resolugao de equacoes diferenciais.
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A Apéndice

A.1 Exemplo 2.3: Séries de Fourier com maple-15
Como calcular a série de Fourier de uma funcao f definida no intervalo
—L<z<L

Condigoes sobre f:
i) f e f' sdo continuas por partes no intervalo [—L, L];
it) f(z) = f(x + 2L), isto &, f & periddica de periodo 2L

Considere-se o exemplo 2.3 da secao 2.2.

0, —m<z<0

fx) = fx+2m) = f(x)

r, O<zx<m

Usa-se os comandos a seguir para obter os graficos da fungao, os coeficientes de Fourier
e alguns termos da série através do software maple-15.

restart:

with(plots):

L.=m:

f =z — piecewise(x > —m and z < 0,0,z > 0 and = < 7, x):
plot(f(x),x = —L..L)

La
=
A

I

I

|

I

|
&=|a
= toa
#|

40
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Calculando o coeficiente ag

1.
A0 = Eznt(f(x),x =—L.L)

b | 3

Calculando o coeficiente a,,

A:=n— %z’nt(f(a:).cos(n'z'x>,x = —L..L) :
A(n)

Calculando o coeficiente b,

B:=n— %mt(f(x)sm(nzx),x = —L..L) ;
B(n)

(-1

Comando para alguns termos da série de Fourier

) + B(n)sm(nzx),n = 1..N> :

n.m.x

A0
s:=(z,N)— - + sum(A(n).cos(
s(x,5)
Os cinco primeiros termos

2 2 2 1 1
r_= cos(x) — — cos(3z) — —— cos(bx) + - - - +sen(x) — = sen(2x) + - sen(3z) + ...
4 9 25m 2 3

Gréficos da fungdo com sua serie de fourier(n=5 termos)

plot([s(x,5), f(x), f(x +2L), f(x —2L)],x = —L..L)
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2

1
E
|‘:'
1
\ |=<
1
|a
=)=
= ta)s
w
=
A

£l

Graficos da fung@o com sua serie de fourier(n=1, n=3 e n=15 termos)

plot([s(x, 1), s(x,3), s(x, 15), f(x)],z = —L..L)

A.2 Exemplo 2.4: Séries de Fourier com maple-15

Como calcular a série de Fourier de uma funcao f definida no intervalo

—-L<zxz< L

Condigoes sobre f:
i) f e f' sdo continuas por partes no intervalo [—L, L];
ii) f(x) = f(x +2L), isto &, f é periddica de periodo 2L

Considere-se o exemplo 2.4 da se¢ao 2.2.
-1, —m<x<0
fz) = flz+2m) = f(x)

1 O<ax<m

Y

Usa-se os comandos a seguir para obter os graficos da fungao, os coeficientes de Fourier
e alguns termos da série através do software maple-15.
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restart:

with(plots):

L.=m:

f:=x — piecewise(r > —m and z < 0,—1,2 > 0 and z < 7, 1):

Graficando a funcao

plot(f(x),x = —L..L, discount = true)

05

E]
PRCIE
a

A

+|

-05

Calculando o coeficiente ag
1.
A0 = zmt(f(x), r=—L.L)

0

Calculando o coeficiente a,,

A:=n— %int(f(x).cos(n'zw),x = —L..L) :
A(n)

0

Calculando o coeficiente b,

B:=n— %int(f(x).sen (nzx))x = —L..L) :
B(n)

2(cos(nm) — 1)

Comando para alguns termos da série de Fourier (n=5)
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s:=(x,N)— % + sum<A(n).cos<n'z'x> + B(n)sm(nzx>,n = 1..N> :

s(x,5)

Os cinco primeiros termos

4 sen 4 3 4 >
(x) N sen(3x) N sen(bx)
U 3T om

Graficos da fungao com sua serie de fourier(n=>5 termos)

plot([s(x,5), f(x), f(x +2L), f(x — 2L)],x = —4L..AL, discount = true)

ﬂﬂ%ﬂ "ﬁﬂavq iy

05

-4n -in -Ilnm n

M

Gréaficos da fungao com sua serie de fourier(n=1, n=3 e n—=15 termos)

plot([s(z, 1), s(x,5),s(z,15), f(x)],x = —L..L, discount = true)

05

4 |a
PREIE
Al;:""
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A.3 A equacao de Onda: Vibracoes de uma corda
Elastica com maple-15

Corda elastica com deslocamento inicial nao nulo e velocidade inicial nao nula.
Resolver o problema,

0? 0?
ﬁu(x,t) = a? (@U(Lt))

u(0,t) =0, wu(L,t)=0

u(r.0) = (@), Su(r.0) = g(x)

Onde f(x) e g(x) sdo, respectivamente, a posicao e a velocidade iniciais da corda.
Usando o método de separacao de variaveis temos que a solugao do problema é dada

por:
nmat nmat nmwr
u(z,t) = E (an cos ( 7 ) + b, sen ( 7 )) sen <T)

n

onde

a, = (2/L) /OL f(z)sen (?) der e b, =(2/ann) /OL g(x) sen (?) dx

Vejamos alguns exemplos: Exemplo 1. restart : with(plots) : L:=10:a:=1:
fi=2—0:
4x(10 — 22)*

=z —
g=2* 500

Grafico de f(x)
plot(f(x),z = 0..L, color = red)

I

05

-035

Grafico de g(z)

plot(f(z),z = 0..L)



A equagao de Onda: Vibragoes de uma corda Eldstica com maple-15 46

600

500
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Calculando o coeficiente a,,
a:=n— (2/L)xint(f(z) * sinln*7wxx/L),r =0..L) :

Gy,

Calculando o coeficiente b,
b:=n— (2/n.m.a)xint(g(x) x sin(nxmw*x/L),z=0..L) :
b, :

A solucao é dada por
nmx
u:= (N,z,t) = sum ((an x cos(n * wa.t/L) + b, sen(n * wa.t/L)) sen <T) = 1..N) :

Obtendo alguns ntimeros da série

u(6,x,t) :

Graficando u em funcao de x e t

plot3d(u(20, z,t),x = 0..L,t = 0.4, axes = NORMAL
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Usando o recurso "animate"

animate(u(20,z,t),z = 0..L,t = 0..33, frames = 100)

Gréficos de u em fungao de x para valores fixos de ¢

plot([u(10,2,0.1),u(10, z,0.3),u(10, x,0.5), u(10, x, 3)], 2 = 0..L, axes = normal, color =
[red, yellow, green, blue))
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