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Resumo

O presente trabalho apresenta uma introdução as séries de Fourier. Algumas apli-
cações são consideradas na resolução de equações diferenciais ordinárias e parciais, que
modelam oscilações forçadas e a equação da onda regulando uma corda vibrante.

Palavras-chave: Oscilações Forçadas, Equação da Onda, Funções periódicas, Equa-
ções diferenciais.
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1 Introdução

Problemas envolvendo fenômenos periódicos ocorrem com bastante frequência em
física, engenharia e outras áreas - considera-se por exemplo as vibrações mecânicas,
escoamento de fluídos, transmissão de calor, etc.

As funções periódicas relacionadas a esses fenômenos podem ser complicadas. Mui-
tas vezes, precisa-se representar essas funções como uma série trigonométrica infinita

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sennx)

Essas séries infinitas de senos e/ou cossenos são chamadas de séries de Fourier a qual
recebe esse nome para homenagear ao físico e matemático francês Jean Baptiste Joseph
Fourier(1768-1830) que as empregou de um modo sistemático e geral em seu trabalho
principal,Théorie analytique de la Chaleur (Teoria Analítica do Calor, Paris, 1822),
onde desenvolveu a teoria da condução do calor, fazendo dessas séries uma das ferra-
mentas mais importantes da matemática aplicada.

O estudo das séries de Fourier é ampla e com diversas aplicações, como por exemplo
no processamento digital de sinais, na teoria da comunicação, na física-médica e em
muitos outros campos.

Este trabalho apresenta um estudo introdutório as series de Fourier assim como
algumas aplicações na resolução de equações diferenciais.

O trabalho é dividido em três capítulos, que se distribuem como segue:
No capítulo 2, apresenta-se a teoria básica das séries de Fourier. Tratou-se sua

periodicidade, seus coeficientes e convergência. Discutiu-se as séries de Fourier para
funções pares e ímpares assim como extensões de funções.

No capítulo 3, aplicou-se a teoria de séries de Fourier na solução de equações or-
dinárias. Será apresentado dois exemplos de problemas de oscilação de um corpo com
força externa periódica.

No capítulo 4, as séries de Fourier foi aplicada a equação da onda regulando a corda
vibrante.

E finalmente, no capítulo 5, têm-se as conclusões.
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2 Séries de Fourier

Um número importante de problemas em física ou engenharia envolvem equações
diferenciais. Muitas vezes para resolver essas equações diferenciais precisa-se expres-
sar uma função dada como uma série infinita de senos e/ou cossenos. Essas séries
trigonométricas são chamadas séries de Fourier.

Neste capítulo, apresenta-se em forma introdutória as séries de Fourier. A apli-
cação dessas séries na solução de equações diferenciais será apresentado nos capítulos
seguintes.

Considere-se a série trigonométrica

a0
2

+
∞∑
n=1

[
an cos

(nπx
L

)
+ bn sen

(nπx
L

)]
(2.1)

Para determinar que funções podem ser representadas pela série (2.1), bem como
para obter os coeficientes da série da função quando isso ocorrer, precisamos antes
estudar algumas propriedades das funções cos(nπx/L) e sen(nπx/L), que aparecem na
série (2.1).

2.1 Propriedades das funções seno e cosseno

2.1.1 Periodicidade

Definição 2.1. Seja uma função f : R→ R , dizemos que é periódica de período T > 0
se seu domínio contém x+ T e

f(x+ T ) = f(x) (2.2)

para todo x ∈ R.

Segue imediatamente da definição 2.1

f(x) = f(x+ T ) = f(x+ 2T ) = · · · = f(x+ nT ).

Logo, se f é periódica de período T , então f é periódica de período nT para qualquer
inteiro n > 0. Assim se existir o período para uma função, ele não é único.

Exemplo 2.1. As funções cos(x) e sen(x), tem períodos 2π, 4π, 6π, . . .

O mais interessante é determinar o menor período de uma função, como segue a
definição.

9
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Definição 2.2. O menor valor de T que satisfaz a equação (2.2), é chamado de período
fundamental de f .

Em geral, o período fundamental de uma função periódica é citada simplesmente
como sendo o período da função.

Exemplo 2.2.

(i) As funções cos(x) e sen(x) tem como período fundamental T = 2π.

(ii) Uma função constante pode ser considerada periódica com qualquer período, mas
não tem período fundamental

No que segue, discutimos a periodicidade das funções que constituem a série (2.1).
Para isso precisamos das seguintes proposições.

Proposição 2.1. Se f é periódica de período T e a > 0, então f(ax) é periódica de
período T/a.

Demonstração. Suponha que T̃ é o período de f(ax), da definição (2.1);

f(ax) = f(a(x+ T̃ )) = f(ax+ aT̃ )

Logo , desde que f é periódica de período T , concluímos que:

aT̃ = T

ou
T̃ =

T

a

Proposição 2.2. Se f1 e f2 são duas funções periódicas com período comum T , então
qualquer combinação linear c1f1 + c2f2 também é periódica de período T .

Demonstração. Seja f(x) = c1f1(x) + c2f2(x), então para qualquer x.

f(x+ T ) = c1f1(x+ T ) + c2f2(x+ T ) = c1f1(x) + c2f2(x) = f(x)

.

Como consequência da proposição (2.1), as funções cos(nπx/L) e sen(nπx/L),
n = 1, 2, 3, . . . , são periódicas com período fundamental T = 2L/n. Portanto, como
todo múltiplo inteiro de um período também é um período, cada uma das funções
cos(nπx/L) e sen(nπx/L), tem período comum 2L. Por outro lado, segue da proposi-
ção 2.2, que a função

fn(x) = An cos
(nπx
L

)
+Bn sen

(nπx
L

)
(2.3)

também é periódica de período 2L para cada n = 0, 1, 2, 3, . . .

A seguinte proposição é uma generalização da proposição 2.2.
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Proposição 2.3. Seja fn dada por (2.3), então

c0f0 + c1f1 + ...+ cnfn

é periódica de período 2L.

Desta última proposição, temos que a função

f(x) =
N∑
n=0

cnfn(x) (2.4)

é periódica de período 2L. Reescrevendo (2.4), obtemos a expressão

f(x) = c0f0(x) +
N∑
n=1

cnfn(x)

= c0a0 +
N∑
n=1

cn

[
An cos

(nπx
L

)
+Bn sen

(nπx
L

)]

=
a0
2

+
N∑
n=1

[
an cos

(nπx
L

)
+ bn sen

(nπx
L

)]
onde c0a0 = a0/2, cnAn = an e cnBn = bn. A escolha de uma constante a0/2 em vez
de a0 tornará as fórmulas mais fáceis de lembrar. Além disto, pode-se mostrar que se
a série infinita

a0
2

+
∞∑
n=1

[
an cos

(nπx
L

)
+ bn sen

(nπx
L

)]
na qual consiste de funções periódicas de período 2L, convergir para todo x, então a
função a qual ela converge será periódica de periódica 2L.

2.1.2 Ortogonalidade

As relações de ortogonalidade que serão apresentadas, são uma segunda propriedade
essencial das funções cos(nπx/L) e sen(nπx/L).

Proposição 2.4. (Relações de ortogonalidade) Sejam m,n inteiros positivos, então
valem as seguintes relações∫ L

−L
cos
(mπx

L

)
cos
(nπx
L

)
dx =

{
0, m 6= n
L, m = n

(2.5)

∫ L

−L
cos
(mπx

L

)
sen
(nπx
L

)
dx = 0, ∀m,n (2.6)

∫ L

−L
sen
(mπx

L

)
sen
(nπx
L

)
dx =

{
0, m 6= n
L, m = n

(2.7)
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Demonstração. Estas relações podem ser obtidas através de integração direta e uso
de identidades trigonométricas. Por exemplo para demonstrar (2.5), para m 6= n,
utilizaremos a seguinte identidade trigonométrica

cos
(mπx

L

)
cos
(nπx
L

)
=

1

2

[
cos

(m− n)πx
L

+ cos
(m+ n)πx

L

]
Logo, integrando a identidade, obtemos∫ L

−L
cos
(mπx

L

)
cos
(nπx
L

)
dx =

1

2

∫ L

−L
cos

(
(m− n)πx

L

)
dx

+
1

2

∫ L

−L
cos

(
(m+ n)πx

L

)
dx

Resolvendo cada integral à direita, conseguimos

1

2

∫ L

−L
cos

(
(m− n)πx

L

)
dx =

L

2π(m− n)
sen

(
(m− n)πx

L

) ∣∣∣∣x=L
x=−L

= 0

1

2

∫ L

−L
cos

(
(m+ n)πx

L

)
dx =

L

2π(m+ n)
sen

(
(m+ n)πx

L

) ∣∣∣∣x=L
x=−L

= 0

Assim temos que; ∫ L

−L
cos
(mπx

L

)
cos
(nπx
L

)
dx = 0 para m 6= n

Mas para m = n,∫ L

−L
cos
(mπx

L

)
cos
(mπx

L

)
dx = L+

[
L

2mπ

(
sen

2mπx

L

) ∣∣∣∣x=L
x=−L

]
= L

Portanto ∫ L

−L
cos
(mπx

L

)
cos
(mπx

L

)
dx = L

Para (2.6) utilizaremos a seguinte relação trigonométrica

cos
(mπx

L

)
sen
(nπx
L

)
=

1

2

[
sen

(
(m+ n)πx

L

)
− sen

(
(m− n)πx

L

)]
Integrando, ∫ L

−L
cos
(mπx

L

)
sen
(nπx
L

)
dx =

1

2

∫ L

−L
sen

(
(m+ n)πx

L

)
dx

− 1

2

∫ L

−L
sen

(
(m− n)πx

L

)
dx

É evidente que ao resolver as duas integrais do lado direito seu valor é zero para qualquer
m,n. Já para a relação de ortogonalidade (2.7) o processo pode ser facilmente verificado
por cálculos análogos a relação (2.5), utilizando a relação trigonométrica referente a
senos.
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2.2 Coeficientes de Fourier
Supondo agora, que uma série trigonométrica da forma (2.1), converge e vamos

chamar essa soma de f(x). Isto é,

f(x) =
a0
2

+
∞∑
m=1

[
am cos

(mπx
L

)
+ bm sen

(mπx
L

) ]
(2.8)

Sabe-se da proposição (2.3) que a função f(x) é periódica com período 2L (apenas para
a soma finita). O objetivo nesta seção é encontrar a relação entre os coeficientes a0, am
e bm, e a função f(x). Para isto, supondo que cada termo de (2.8) possa ser integrado
em um intervalo (−L,L), se prosseguirá da seguinte maneira∫ L

−L
f(x)dx =

∫ L

−L

a0
2
dx+

∞∑
m=1

[
am

∫ L

−L
cos
(mπx

L

)
dx+ bm

∫ L

−L
sen
(mπx

L

)
dx
]

= a0L

pois cada integral envolvendo uma função trigonométrica é zero. Assim sendo,

a0 =
1

L

∫ L

−L
f(x)dx (2.9)

Agora será calculado o coeficiente am, quandom ≥ 1, multiplicando (2.8) por cos(nπx/L),
onde n é um inteiro positivo fixo. Integrando temos,∫ L

−L
f(x) cos

(nπx
L

)
dx =

a0
2

∫ L

−L
cos
(nπx
L

)
dx+

∞∑
m=1

am

∫ L

−L
cos
(mπx

L

)
cos
(nπx
L

)
dx

+
∞∑
m=1

bm

∫ L

−L
sen
(mπx

L

)
cos
(nπx
L

)
dx

Segue das relações de ortogonalidade (2.5),(2.6) e (2.7)∫ L

−L
f(x) cos

(nπx
L

)
dx = anL n = 1, 2, 3, . . .

Por fim, temos uma fórmula para o coeficiente an, como segue:

an =
1

L

∫ L

−L
f(x) cos

(nπx
L

)
dx (2.10)

De modo semelhante, multiplicando (2.8) por sen(nπx/L) e integrando-o, encontramos∫ L

−L
f(x) sen

(nπx
L

)
dx = bnL n = 1, 2, 3, ...

De modo que a equação para encontrar o valor de bn, fica,

bn =
1

L

∫ L

−L
f(x) sen

(nπx
L

)
dx (2.11)

Portanto se a série (2.1) converge para f e se a série pode ser integrada termo a termo,
então os coeficientes a0, an e bn têm que ser dados pelas equações (2.9), (2.10) e (2.11)
respectivamente. Motivados pelos cálculos anteriores, agora temos a seguinte definição.
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Definição 2.3. Seja f : R→ R uma função periódica de período 2L tal que as seguintes
integrais existam

a0 =
1

L

∫ L

−L
f(x)dx (2.12)

an =
1

L

∫ L

−L
f(x) cos

(nπx
L

)
dx (2.13)

bn =
1

L

∫ L

−L
f(x) sen

(nπx
L

)
dx (2.14)

para n = 1, 2, 3, . . . Os números an, para n ≥ 0, e bn, para n ≥ 1, são definidas como
coeficientes de Fourier da função f . A série trigonométrica construída por meio
destes coeficientes

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑
n=1

[
an cos

(nπx
L

)
+ bn sen

(nπx
L

) ]
(2.15)

é definida como a série de Fourier de f .

O símbolo ∼ usado em (2.15) é para lembrar que esta série está associada a f , mas
pode não convergir para f .

Exemplo 2.3. Considere-se o problema de determinar a série de Fourier da seguinte
função

f(x) =


0, −π < x < 0

x, 0 < x < π
f(x+ 2π) = f(x)

Note que esta função é periódica com período 2π, então neste caso, L = π e a série de
Fourier da função f tem a forma

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑
n=1

[
an cos(nx) + bn sen(nx)

]
(2.16)

onde seus coeficientes são obtidos pelas equações (2.12), (2.13) e (2.14), com L = π.
Substituindo f em (2.12), vem

a0 =
1

π

∫ 0

−π
(0)dx+

1

π

∫ π

0

xdx =
1

π

(
x2

2

) ∣∣∣∣π
0

=
1

π

(
π2

2
− 0

)
=
π

2
(2.17)

Para n > 0, a equação (2.13), nos dá

an =
1

π

∫ 0

−π
(0)dx+

1

π

∫ π

0

x cos
(nπx
π

)
dx =

1

π

∫ π

0

x cos(nx)dx

Resolvendo a integral por meio de integração por partes, chegamos em

an =
1

π

[
cos(nπ)− 1

n2

]
=

1

πn2
[(−1)n − 1] (2.18)
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Por fim da equação (2.14), decorre

bn =
1

π

∫ 0

−π
(0)dx+

1

π

∫ π

0

x sen(nx)dx

=
1

π

[
− cos(nπ)nπ

n2

]
=
− cos(nπ)

n

=
(−1)n+1

n
(2.19)

Uma vez calculados os coeficientes, substituímos os resultados obtidos de (2.17),(2.18)
e (2.19), na série (2.16), por fim temos a série de Fourier de f

f(x) ∼ π

4
+
∞∑
n=1

[ 1

πn2
[(−1)n − 1] cos(nx) +

(−1)n+1

n
sen(nx)

]
ou equivalentemente

f(x) ∼ π

4
− 2

π
cos(x)− 2

9π
cos(3x)− 2

25π
cos(5x) + . . .

+ sen(x)− 1

2
sen(2x) +

1

3
sen(3x) + . . . (2.20)

Algumas somas parciais dessa série aparecem na figura1 abaixo

Figura 2.1: Somas parciais da série de Fourier (2.20)

Exemplo 2.4. Determinar a série de Fourier da função

f(x) =


−1, −π < x < 0

1, 0 < x < π
f(x+ 2π) = f(x)

1O gráfico da figura foi feito no software Maple2015, os procedimentos realizados pode ser visto no
apêndice A.1
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Como f tem período 2π, segue que L = π neste problema. Logo, a série de Fourier de
f tem a forma

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑
n=1

[
an cos(nx) + bn sen(nx)

]
onde os coeficiente a0, an e bn são dados pelas equações (2.12),(2.13) e (2.14) com
L = π. Assim, tem-se

a0 =
1

π

∫ π

−π
f(x)dx =

1

π

∫ 0

−π
(−1)dx+ 1

π

∫ π

0

1dx

=
−1
π

(0− (−π)) + 1

π
(π − 0) = −1 + 1 = 0

Analogamente,

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos(nx)dx

=
1

π

∫ 0

−π
(−1) cos(nx)dx+ 1

π

∫ π

0

cos(nx)dx

= 0 para todo n = 1, 2, 3, . . .

e

bn =
1

π

∫ π

−π
f(x) sen(nx)dx

=
1

π

∫ 0

−π
(−1) sen(nx)dx+ 1

π

∫ π

0

(1) sen(nx)dx

=
2

π

[
1− (−1)n

n

]
para todo n = 1, 2, 3, . . .

Assim, a série de Fourier de f é da forma

f(x) ∼
∞∑
n=1

2

π

[
1− (−1)n

n

]
sen(nx)

ou equivalentemente

f(x) ∼ 4

π

[
sen(x) +

1

3
sen(3x) +

1

5
sen(5x) + ...

]
(2.21)
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Figura 2.2: Somas parciais da série de Fourier (2.21)

A figura2 a seguir apresenta, algumas somas parciais de (2.21)

Exemplo 2.5. Para determinar a série de Fourier da função

f(x) =


0, −3 < x < −1,
1, −1 < x < 1,
0, 1 < x < 3

f(x+ 6) = f(x)

note-se que f tem período 6, sendo assim L = 3. Portanto a série de Fourier de f pode
ser escrita da forma

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑
n=1

an cos
(nπx

3

)
+ bn sen

(nπx
3

)
Das equações (2.12) e (2.13) , obtemos os valores a0 e an como descrito a seguir

a0 =
1

3

∫ 3

−3
f(x)dx =

1

3

∫ 1

−1
dx =

1

3
(1− (−1)) = 2

3

an =
1

3

∫ 1

−1
cos
(nπ

3
x
)
dx =

1

nπ
sen
(nπ

3
x
) ∣∣∣∣1
−1

=
2

nπ
sen
(nπ

3

)
Da equação (2.14), tem-se

bn =
1

3

∫ 1

−1
sen
(nπ

3
x
)
dx = − 1

nπ
cos
(nπ

3
x
) ∣∣∣∣1
−1

= 0

Por conseguinte a série de Fourier de f ( e gráfico na Figura 2.3) é

f(x) ∼ 1

3
+
∞∑
n=1

2

nπ
sen
(nπ

3

)
cos
(nπx

3

)
2O gráfico da figura pode ser feito seguindo os passos realizado na figura 2.3
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Figura 2.3: Somas parciais da série de Fourier

2.3 Convergência de uma série de Fourier
Adiante, será estabelecido condições suficientes para que uma função f seja igual a

uma série de Fourier.

Definição 2.4. Uma função f é contínua por partes no intervalo [a, b], se existir um
número finito de pontos a = x0 < x1 < · · · < xn = bn, tais que

(i) f é contínua em cada subintervalo [xi−1, xi], i = 1, 2, . . . n;

(ii) existem os limites laterais a esquerda e a direita nos extremos de cada subinter-
valo.

Exemplo 2.6. Observe-se a função a seguir

f(x) =


1, 0 ≤ x ≤ π

0, −π ≤ x ≤ 0
f(x+ 2π) = f(x)

A função é contínua por partes em qualquer intervalo fechado da reta. Seus pontos de
descontinuidade são pontos nπ com n ∈ Z e os limites laterais nestes pontos são 0 e 1.

Exemplo 2.7. A função f(x) = 1/x, x 6= 0, não é contínua por partes no intervalo
[−1, 1], pois não existem os limites laterais em x = 0.

O teorema subsequente dá condições suficientes sobre uma função periódica f para
que a sua série de Fourier convirja pontualmente para f nos pontos de continuidade
de f .

Teorema 2.1. (Teorema de Fourier) Seja f : R → R uma função periódica de
período 2L, tal que f e f ′, são continuas por partes nos intervalo [−L,L]. Então a
série de Fourier de f

a0
2

+
∞∑
n=1

[
an cos

(nπx
L

)
+ bn sen

(nπx
L

) ]
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onde

an =
1

L

∫ L

−L
f(x) cos

(nπ
L
x
)
dx, n = 0, 1, 2, 3, . . .

bn =
1

L

∫ L

−L
f(x) sen

(nπ
L
x
)
dx, n = 1, 2, 3, . . .

converge para f(x), se f é contínua em x, e para
f(x+) + f(x−)

2
, se f é descontínua

em x.

A demonstração do teorema foge ao objetivo do presente trabalho, todavia pode
ser encontrado em [1] [2] [3]

Exemplo 2.8. Sabe-se do exemplo (2.3) que a série de Fourier da função

f(x) =


0, −π < x < 0

x, 0 < x < π
f(x+ 2π) = f(x)

é dada por

f(x) ∼ π

4
− 2

π
cos(x) +

2

9π
cos(3x) +

2

25π
cos(5x) + . . .

+ sen(x)− 1

2
sen(2x) +

1

3
sen(3x) + . . . (2.22)

Segundo o teorema de Fourier, temos:

(i) Para valores de descontinuidade (x = (2k − 1)π, k ∈ Z), a série de Fourier de f
converge para

f(x+) + f(x−)

2
=

0 + π

2
=
π

2

(ii) Já para os demais pontos, a série de Fourier converge para f(x).

A maneira na qual a série (2.22) converge para f está ilustrada na figura a seguir

Figura 2.4: Gráfico da convergência da série de Fourier (2.22)
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2.4 Séries de Fourier de funções pares e ímpares
Percebe-se que a série de Fourier do exemplo (2.4) é formado apenas por termos

senos, já no exemplo (2.5), a série apresenta apenas termos cossenos. Este fato se dá
devido que algumas funções são simétricas.

Definição 2.5. Uma função f : R→ R é par se f(−x) = f(x), para todo x ∈ R.

O significado geométrico de uma função ser par é que seu gráfico é simétrico em
relação ao eixo do y.

Exemplo 2.9. As funções |x|, x2 e cos(nπx/L), para qualquer n ∈ N são funções
pares.

Definição 2.6. Uma função f : R→ R é ímpar se f(x) = −f(−x), para todo x ∈ R.

Assim, o gráfico de uma função ímpar é simétrico em relação à origem.

Exemplo 2.10. As funções x, x3 e sen(nπx/L), para qualquer n ∈ N, são funções
ímpares.

Adiante serão enunciados as propriedades das funções pares e ímpares.

Proposição 2.5. (i) A soma de duas funções pares resulta em uma função par. Bem
como a de duas ímpares, resulta em uma ímpar;

(ii) O produto de duas funções pares, é uma função par;

(iii) O produto de duas funções ímpares, gera uma função par;

(iv) O produto de uma função par por uma função ímpar gera uma função ímpar.

Demonstração. As demonstrações de todas essas afirmações são simples e seguem,
diretamente, das definições. Demonstraremos o item (iv). Seja f : R→ R uma função
par e g : R→ R uma função ímpar, então

(fg)(x) = f(x)g(x) = f(−x)[−g(−x)] = −[f(−x)g(−x)] = −(fg)(−x)

Portanto temos que fg é ímpar.

Também são importantes as duas propriedades de integrais de funções pares e
ímpares que enunciaremos a seguir

Proposição 2.6. Seja f : R → R uma função integrável em qualquer intervalo limi-
tado.

(i) Se f é uma função par, para todo L ∈ R, então∫ L

−L
f(x)dx = 2

∫ L

0

f(x)dx

(ii) Se f é uma função ímpar, para todo L ∈ R, vale∫ L

−L
f(x)dx = 0
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Demonstração. Se f for par, então∫ L

−L
f(x)dx =

∫ 0

−L
f(x)dx+

∫ L

0

f(x)dx

Fazendo x = −s, na primeira integral à direita do sinal de igualdade, obtemos∫ L

−L
f(x)dx = −

∫ 0

L

f(s)ds+

∫ L

0

f(x)dx = 2

∫ L

0

f(x)dx

A demonstração da propriedade correspondente a funções ímpares é similar a realizada
para a função par.

Agora aplicaremos as duas proposições anteriores ao cálculo da série de Fourier de
funções pares e ímpares.

Proposição 2.7. (Séries de Fourier de funções pares e ímpares)

(i) Seja f : R→ R, uma função par que satisfaz as hipóteses do teorema de Fourier.
Então,

an =
2

L

∫ L

0

f(x) cos
(nπx
L

)
dx, n = 0, 1, 2, 3, . . .

bn = 0, para todo n

Logo,

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

an cos
(nπx
L

)
(ii) Seja f : R → R, uma função ímpar que satisfaz as hipóteses do teorema de

Fourier. Então,

an = 0, para todo n,

bn =
2

L

∫ L

0

f(x) sen
(nπx
L

)
dx, n = 1, 2, 3, . . .

Logo,

f(x) =
∞∑
n=1

bn sen
(nπx
L

)
Demonstração. (i) Se f é par, em virtude da proposição (2.5) a função f(x) cos (nπx/L)
é par, já a função f(x) sen (nπx/L) é ímpar e os respectivos valores dos coeficientes
an e bn, são obtidos usando-se a proposição (2.6).

(ii) Se f é ímpar temos da proposição (2.5), que f(x) cos(nπx/L) é ímpar e
f(x) sen(nπx/L) é par. Portanto os valores de an e bn, também são obtidos através da
proposição (2.6).
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Assim, a série de Fourier de qualquer função par é formada, apenas, pelas funções
trigonométricas pares cos(nπx/L) e pelo termo constante; é natural chamar tal série
de série de Fourier em cossenos. Analogamente, a série de Fourier de qualquer
função ímpar é formada, apenas, pelas funções trigonométricas sen(nπx/L); tal série é
chamada série de Fourier em senos.

Exemplo 2.11. Considere-se a função

f(x) = x, se − 2 < x < 2 e f(x+ 4) = f(x)

Desde que f é ímpar com L = 2, temos que an = 0 e

bn =
2

L

∫ 2

0

x sen
(nπx

2

)
dx

=
4

n2π2
(0− cos(nπ)nπ)

=
4

nπ
(−1)n+1

Logo a série de Fourier de f é a série de senos, a seguir

f(x) ∼ 4

π
+
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
sen
(nπx

2

)
Observe que nos pontos de descontinuidade . . . ,±2,±6, . . . a série converge ao valor
médio zero.

Figura 2.5: Gráfico de uma função ímpar

Exemplo 2.12. Seja f : R → R, periódica de período 2 e definida por f(x) = x2 em
−1 ≤ x ≤ 1. Como f é par, teremos uma série de cossenos cujos coeficientes são:

a0 =
2

1

∫ 1

0

x2dx =
2

3
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e

an =
2

1

∫ 1

0

x2 cos(nπx)dx

=
4

n2π2
cos(nπ)

=
4

nπ
(−1)n

Portanto a série de Fourier da função f é

f(x) ∼ 1

3
+

4

π2

∞∑
n=1

(−1)n

n2
cos(nπx)

Figura 2.6: Gráfico de uma função par

2.5 Extensões periódicas pares e ímpares
Por vezes, ao se resolver problemas de equações diferenciais, há a necessidade de

extender um função f dada, originalmente em um intervalo [0, L], em uma série de
Fourier de período 2L. Esta extensão pode ser realizada de diversas formas, as mais
utilizadas na prática são as extensões de f a uma função par, de modo que a série de
Fourier de f , seja uma série de cossenos. Analogamente podemos extender f a uma
função ímpar, sendo a série de Fourier de f , uma série de senos.

Definição 2.7. Seja f uma função definida no intervalo [0, L], defina uma função g,
periódica de período 2L tal que

g(x) =


f(x), 0 ≤ x ≤ L

f(−x), −L < x < 0

A função g é, então, a extensão periódica par de f . Sua série de Fourier, que é
uma série de cossenos, representa f em [0, L].
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Definição 2.8. Seja f definida no intervalo (0, L). Defina uma função h periódica de
período 2L, tal que

h(x) =


f(x), 0 < x < L,

0, x = 0, L,
−f(x), −L < x < 0

A função h é, então, a extensão periódica ímpar de f . Sua série de Fourier, que
é uma série senos, representa f em [0, L].

Exemplo 2.13. Considere-se a função f(x) = x2 se 0 ≤ x ≤ 1. Se tomarmos a
extensão periódica par de f , teremos a seguinte função

g(x) =


x2, 0 ≤ x ≤ 1

x2, −1 < x < 0
g(x+ 2) = g(x)

cujos coeficientes de Fourier são dados por

a0 = 2

∫ 1

0

x2dx =
2

3

e

an = 2

∫ 1

0

x2 cos(nπx)dx

=
4

n2π2
(−1)n

Logo, a série de Fourier de f é a série de cossenos

g(x) = f(x) =
1

3
+

4

π2

∞∑
n=1

(−1)n

n2
cos(nπx) 0 ≤ x ≤ 1

Em contrapartida, se tomarmos a extensão periódica ímpar de f , obteremos a seguinte
função

h(x) =


x2, 0 < x < 1,
0, x = 0, 1,

−x2, −1 < x < 0
h(x+ 2) = h(x)

Neste caso, obtemos

bn = 2

∫ 1

0

x2 sen(nπx)dx

=
2(−1)n+1

nπ
+

4

n3π3
[(−1)n − 1]

Assim, a representação em série de Fourier da expansão ímpar de f fica

f(x) =
2

π

∞∑
n=1

[
(−1)n+1

n
+

2

n3π2
[(−1)n − 1]

]
sen(nπx)



3 Séries de Fourier e Oscilações
Forçadas

Nesta capítulo utilizamos as séries de Fourier para resolver problemas modelados
por equações diferenciais ordinárias. Em especial, aplicaremos as séries de Fourier a
problemas de oscilações de um corpo com uma força externa periódica.

3.1 Oscilações Forçadas
Sabe-se que as oscilações forçadas de um corpo de massa m são governadas pela

equação diferencial ordinária. [4]

mx′′(t) + cx′(t) + kx(t) = F (t) (3.1)

onde x = x(t) é o deslocamento em relação à posição de repouso, c é a constante de
amortecimento, k é a constante da mola (constante elástica) e F (t) a força externa
dependente do tempo. Consideraremos F (t) como uma função periódica qualquer. A
figura 3.1, mostra o modelo.

Figura 3.1: Sistema vibratório considerado

A solução geral da equação ordinária (3.1) é da forma:

x(t) = xh(t) + xp(t)

onde xh(t) é a solução geral da equação homogênea correspondente

mx′′(t) + cx′(t) + kx = 0,

e xp(t) é uma solução particular da equação não homogênea (3.1). A determinação da
solução xh é simples e envolve as raízes λ1 e λ2, da equação característica

mλ2 + cλ+ k = 0.

25
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Para determinar a solução particular xp será usada a teoria das séries de Fourier na
qual será descrita posteriormente. Supondo que a força F pode ser representada por
sua série de Fourier.

F (t) =
a0
2

+
∞∑
n=1

[
an cos

(nπ
L
t
)
+ bn sen

(nπ
L
t
) ]

onde os coeficientes de Fourier a0, an e bn, são dados pelo teorema de Fourier 2.1, então
pelo método dos coeficientes a determinar [5], devemos procurar uma solução particular
da forma:

xp(t) =
α0

2
+
∞∑
n=1

[
αn cos

(nπ
L
t
)
+ βn sen

(nπ
L
t
) ]

em que α0, αn, e βn são coeficientes a serem determinados substituindo xp na equação
diferencial (3.1). Os exemplos a seguir ilustrarão os procedimentos a serem seguidos.

Exemplo 3.1. As oscilações de um sistema massa-mola amortecido são modeladas
pela equação ordinária;

x′′(t) + 0, 05x′(t) + 25x(t) = F (t) (3.2)

onde a força externa é dada por:

F (t) =


t+

π

2
, −π < t < 0

F (t+ 2π) = F (t)

−t+ π

2
, 0 < t < π

Desejamos encontrar a solução geral da equação ordinária. Para isso, sabe-se que
a solução geral da equação diferencial é x = xh + xp, onde xp, é a solução particular e
xh, é a solução geral da equação homogênea:

x′′(t) + 0, 05x′(t) + 25x(t) = 0. (3.3)

A equação característica de (3.3), é λ2 + 0, 05λ+ 25 = 0, a qual tem como raízes:

λ = −0, 025±
√
99, 997

2
i = −0, 025± ωi, onde ω =

√
99, 997

2
.

Assim a solução geral da equação homogênea é

xh(t) = c1e
−0,025t cos(ωt) + c2e

−0,025t sen(ωt)

onde c1 e c2 são constantes. Desde que F é uma função par, segue do teorema de
Fourier (2.1) e da proposição (2.7):

F (t) =
∞∑
n=1

an cos(nt) com an =
2(1− (−1)n)

n2π
(3.4)

Vamos procurar uma solução particular da forma,

xp(x) =
∞∑
n=1

αn cos(nt) + βn sen(nt) (3.5)
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com coeficientes αn e βn a serem determinados.
Desde que seja possível fazer a derivação termo a termo de (3.5) obtém-se:

x′p(x) =
∞∑
n=1

[
− αnn sen(nt) + nβnn cos(nt)

]
(3.6)

e

x′′p(x) =
∞∑
n=1

[
− αnn2 cos(nt)− βnn2 sen(nt)

]
(3.7)

Substituindo as expressões (3.4), (3.5) até (3.7) na equação diferencial (3.1) obtemos

∞∑
n=1

[
− αnn2 cos(nt)− βnn2 sen(nt)

]
+ 0, 05

∞∑
n=1

[
− αnn sen(nt) + nβn cos(nt)

]
+ 25

∞∑
n=1

[
αn cos(nt) + βn sen(nt)

]
=
∞∑
n=1

an cos(nt)

Assim esta expressão pode ser escrita como:

∞∑
n=1

[
(25− n2)αn + 0, 05nβn

]
cos(nt) +

∞∑
n=1

[
(25− n2)βn − 0, 05nαn

]
sen(nt)

=
∞∑
n=1

an cos(nt)

Pela unicidade dos coeficientes de Fourier devemos ter um sistema

(25− n2)αn + 0, 05nβn = an

−0, 05nαn + (25− n2)βn = 0

Resolvendo o sistema obtemos

αn =
(25− n2)an

Dn

e βn =
0, 05nan
Dn

n = 1, 2, 3, . . .

onde Dn = (25− n2)2 + (0, 05n)2.
Assim uma solução estacionária [4], da equação diferencial é

xp(t) =
∞∑
n=1

(25− n2)an
Dn

cos(nt) +
∞∑
n=1

0, 05nan
Dn

sen(nt)

=
∞∑
n=1

(25− n2)

Dn

2(1− (−1)n)
πn2

cos(nt) +
∞∑
n=1

0, 05n

Dn

2(1− (−1)n)
πn2

sen(nt)

=
∞∑
n=1

n ímpar

25− n2

Dn

4

πn2
cos(nt) +

∞∑
n=1

n ímpar

0, 2n

Dnπn2
sen(nt)

=
∞∑
n=1

n ímpar

4(25− n2)

Dnπn2
cos(nt) +

∞∑
n=1

n ímpar

0, 2

Dnπn
sen(nt) (3.8)
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Finalmente, a solução geral da equação ordinária (3.1) é da forma:

x(t) = c1e
−0,025t cos(ωt) + c2e

−0,025t sen(ωt) +
∞∑
n=1

n ímpar

4(25− n2)

Dnπn2
cos(nt)

+
∞∑
n=1

n ímpar

0, 2

Dnπn
sen(nt)

Na tabela a seguir, tem-se alguns valores numéricos dos coeficientes αn e βn

Coeficientes n=1 n=3 n=5 n=7 n=9
αn 0,05305 0,00884 0 -0,00108 -0,00028
βn 0,00011 0,00008 0,20371 0,00001 0

Inserindo os valores da tabela em a solução (3.8), obtém-se uma aproximação de xp;

xp(t) ≈ 0, 05305 cos(t) + 0, 00011 sen(t) + 0, 00884 cos(3t)

+ 0, 00008 sen(3t) + 0, 20371 sen(5t) + . . .

Exemplo 3.2. Encontre a solução geral da equação ordinária :

x′′(t) + ω2x(t) = F (t) (3.9)

onde

F (t) =


t+ π, −π < t < 0

F (t+ 2π) = F (t)
−t+ π, 0 < t < π

e |ω| 6= 0, 1, 2, 3, . . .

Neste caso a equação ordinária (3.9) modela um sistema massa-mola sem amorte-
cimento e acionada por uma força externa F (t).
A solução geral procurada é da forma:

x(t) = xh(t) + xp(t)

onde xp é a solução particular e xh é a solução geral da equação homogênea

x′′(t) + ω2x(t) = 0 (3.10)

cuja equação característica λ2 + ω2 = 0 tem como raízes:

λ = ±|ω|i

Logo, a equação homogênea (3.10) possui solução geral;

xh(t) = c1 cos(ωt) + c2 sen(ωt)

onde c1 e c2 são constantes arbitrárias. Até aqui a solução geral da equação ordinária
(3.9) é dada por:

x(t) = c1 cos(ωt) + c2 sen(ωt) + xp(t) (3.11)
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Agora, deve-se determinar xp(t).Para isso, desde que F (t) é uma função par, do teorema
de Fourier 2.1 e da proposição 2.7, temos que

F (t) =
π

2
+
∞∑
n=1

an cos(nt), an =
2(1− (−1)n)

n2π
(3.12)

Logo, pelo método dos coeficientes a determinar [4], supondo que

xp(t) =
α0

2
+
∞∑
n=1

[
αn cos(nt) + βn sen(nt)

]
com coeficientes α0, αn e βn a serem determinados. Supondo que as derivadas da série
seja igual a série das derivadas:

x′p(t) =
∞∑
n=1

[
− αnn sen(nt) + nβn cos(nt)

]

x′′p(t) =
∞∑
n=1

[
− αnn2 cos(nt)− n2βn sen(nt)

]
Substituindo-se (3.12), xp e x′′p na equação diferencial (3.9), deve-se ter:

∞∑
n=1

[
− αnn2 cos(nt)− n2βn sen(nt)

]
+
ω2α0

2
+ ω2

∞∑
n=1

[
αn cos(nt) + βn sen(nt)

]
=
π

2
+
∞∑
n=1

an cos(nt)

que pode ser reescrito como
∞∑
n=1

[
αn(ω

2 − n2) cos(nt)
]
+
ω2α0

2
+
∞∑
n=1

[
βn(ω

2 − n2) sen(nt)
]
=
π

2
+
∞∑
n=1

an cos(nt)

De onde conseguimos o sistema,

αn(ω
2 − n2) = an, ω2α0 = π, βn = 0

ou equivalentemente

αn =
an

ω2 − n2
, α0 =

π

ω2
, βn = 0

Assim, uma solução particular da equação ordinária (3.9) é dada por

xp(t) =
π

2ω2
+
∞∑
n=1

an
ω2 − n2

cos(nt)

ou equivalentemente

xp(t) =
π

2ω2
+
∞∑
n=1

1

ω2 − n2

2

πn2
(1− (−1)n) cos(nt)

=
π

2ω2
+

4

π

∞∑
n=1

n ímpar

1

(ω2 − n2)n2
cos(nt)
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Finalmente, a solução geral da equação ordinária (3.9) é da forma:

x(t) = c1 cos(ωt) + c2 sen(nt) +
π

2ω2
+

4

π

∞∑
n=1

1

(ω2 − n2)n2
cos(nt)



4 Séries de Fourier na Vibração de
Uma Corda

As equações parciais modelam diversos problemas da matemática aplicada, que
surgem quando as funções desconhecidas (as soluções) dependem de duas ou mais
variáveis, geralmente do tempo t e de uma ou diversas variáveis espaciais.

Neste capítulo, discutiremos uma equação parcial importante da matemática apli-
cada, a saber, a equação da onda regulando a corda vibrante.

4.1 Equação da onda: Vibrações de uma corda
Sabe-se que o deslocamento vertical, U(x, t), de uma corda elástica de comprimento

L presa nas extremidades é governado pelo problema de valor inicial e de fronteira [5]
[6]

Utt = c2Uxx, 0 < x < 1, t > 0 (4.1)
U(0, t) = U(L, t) = 0, t > 0 (4.2)
U(x, 0) = f(x), 0 < x < L (4.3)
Ut(x, 0) = g(x), 0 < x < L (4.4)

A equação (4.1) é chamada de equação da onda.
A constante c2 que aparece em (4.1) é estritamente positiva e depende da densidade

linear e da tensão da corda. As condições de fronteira em (4.2) estabelecem que os
extremos da corda são mantidos fixos para todo tempo t; enquanto as condições iniciais
(4.3) e (4.4) especificam, nessa ordem, o deslocamento inicial e a velocidade inicial de
cada ponto da corda.

Para resolver o problema (4.1)-(4.4) usaremos o método de separação de variáveis
que consiste nos seguintes passos.

Passo 1 Fazendo U(x, t) = X(x)T (t), obtemos de (4.1) duas equações ordiná-
rias: uma para X e outra para T .

Passo 2 Achamos soluções dessas equações ordinárias que satisfazem as condi-
ções de fronteira (4.2).

Passo 3 Finalmente, usando séries de Fourier, faremos uma composição das
soluções obtidas no passo Passo 2 para obtermos a solução de (4.1) que satisfaz
(4.2)-(4.4), ou seja, a solução de nosso modelo da corda vibrante.
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Passo 1. Encontrando duas equações ordinárias da equação da onda (4.1).
Devemos procurar soluções não nulas da forma:

U(x, t) = X(x)T (t) (4.5)

onde X(x) é uma função de x e T (t) é uma função de t. Diferenciando (4.5) com
respeito a t e x, obtemos

∂2U
∂t2

= XT
′′ ∂2U

∂x2
= X

′′
T (4.6)

Substituindo essas expressões na equação da onda (4.1), chegamos em

XT ′′ = c2X ′′T

Agora com o intuito de separar as variáveis, dividimos tudo por c2XT , sendo assim

T ′′

c2T
=
X ′′

X
(4.7)

Observe que no lado esquerdo de (4.7) é função apenas de t, enquanto que o lado direito
é função apenas de x. Logo, o lado esquerdo e o lado direito devem independer de t e
de x, respectivamente. Dessa maneira ambos os lados devem ser constantes, isto posto,
igualaremos ambos os lados a uma constante k, isto é

T
′′

c2T
= k e

X ′′

X
= k (4.8)

onde k é um parâmetro independente de t e de x.
Reescrevemos (4.8) como duas equações ordinárias separadas

X ′′−kX = 0 (4.9)

e
T ′′ − kc2T = 0 (4.10)

Agora devemos separar as variáveis nas condições de fronteira (4.2). Após substituir
(4.5) em as condições (4.2), temos

X(0)T (t) = 0 e X(L)T (t) = 0 ∀t > 0

Se X(0) 6= 0 ou X(L) 6= 0, então T deve ser zero para todo t e assim, de (4.5), U é
identicamente zero. Para evitar soluções triviais, devemos ter:

X(0) = 0 e X(L) = 0

Assim, chegamos ao problema de valor de fronteira em X:

X ′′ − kX = 0, X(0) = 0 e X(L) = 0 (4.11)

Passo 2. Nesta etapa serão resolvidas as equações separadas.
Devemos determinar X e k resolvendo o problema (4.11). Consideraremos separa-

damente os casos k > 0, k = 0 e k < 0.
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Suponha, primeiro, que k > 0. Para evitar o aparecimento frequente de raízes
quadradas, é conveniente fazer k = µ2, µ ∈ R, e escreve-se a equação (4.11), como

X ′′ − µ2X = 0

cuja solução geral é:
X(x) = c1 cosh(µx) + c2 senh(µx)

A condição X(0) = 0 em (4.11) implica que

0 = c1 cosh(0) + c2 senh(0) = c1

e então, a segunda condição, X(L) = 0, resulta em c2 senh(µL) = 0. Como Lµ 6= 0,
segue que senh(µL) 6= 0 e, portanto, c2 = 0. Logo X ≡ 0 e não existem soluções não
triviais quando k > 0.

Vamos supor agora que k = 0. Então a equação em (4.11), se reduz à X ′′ = 0,
com solução geral X(x) = c1x + c2. As condições de fronteira em (4.2) só podem ser
satisfeitas se c1 = 0 e c2 = 0, portanto também para este caso só existe a solução trivial
X ≡ 0.

Finalmente, consideraremos o caso k < 0, fazendo k = −µ2, a equação (4.11) fica:

X ′′ + µ2X = 0

cuja solução geral é
X(x) = c1 cos(µx) + c2 sen(µx)

A primeira condição em (4.11), X(0) = 0, requer que c1 = 0 e então, da segunda
condição chegamos em

c2 sen(µL) = 0

Para evitar a solução trivial X ≡ 0, toma-se c2 = 1. Em decorrência,

sen(µL) = 0

De onde
µ = µn =

nπ

L
, n = ±1,±2,±3, . . .

e assim,
X = Xn = sen

(nπx
L

)
, n = 1, 2, 3, . . .

Note que para valores negativos de n, obtemos as mesmas soluções com ressalva de uma
mudança de sinal, portanto soluções correspondentes a valores negativos de n podem
ser descartadas.

Agora Substituindo k = −µ2 = −(nπ/L)2, na equação (4.10), obtemos

T ′′ +
(cnπ
L

)2
T = 0

e a solução geral desta equação é dada por

T = Tn = bn cos(λnt) + b∗n sen(λnt)

onde
λn =

(cnπ
L

)
, n = 1, 2, 3, . . . (4.12)
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Portanto, multiplicando as soluções para X e T , concluímos que as funções

Un(x, t) = sen
(nπx
L

) [
bn cos(λnt) + b∗n sen(λnt)

]
, n = 1, 2, 3, . . .

satisfazem a equação diferencial parcial (4.1) e as condições de contorno (4.2). As fun-
ções Un são chamadas, as vezes de soluções fundamentais do problema. Combinações
lineares das soluções fundamentais

U(x, t) =
N∑
n=1

cnUn(x, t)

são também soluções de (4.1) e (4.2). Mas uma solução deste tipo não necessariamente
satisfaz a condição inicial U(x, 0) = f(x), para uma função f(x) mais geral. Assim
vamos supor que a solução do problema de valor inicial e de fronteira (4.1)-(4.4) seja

U(x, t) =
∞∑
n=1

sen
(nπx
L

)
[bn cos(λnt) + b∗n sen(λnt)] (4.13)

Passo 3. Solução do problema inteiro. Séries de Fourier.
Para resolver o problema completamente, devemos determinar os coeficientes bn e b∗n
de modo que a função U(x, t) em (4.13) satisfaça (4.3) e (4.4).

Assim para satisfazer a condição inicial U(x, 0) = f(x), devemos ter:

f(x) = U(x, 0) =
∞∑
n=1

bn sen
(nπx
L

)
, 0 < x < L (4.14)

Reconhecemos nessa última expressão a extensão periódica ímpar da função f . Logo,
devemos escolher os coeficientes b′ns de modo que U(x, 0) se torne a série de Fourier de
senos de f(x); de acordo com a proposição (2.7) seus coeficientes são dados por

bn =
2

L

∫ L

0

f(x) sen
(nπx
L

)
dx, n = 1, 2, 3 . . . (4.15)

Similarmente, derivando (4.13) em relação a t e usando a condição inicial Ut(x, 0) =
g(x), chegamos em

g(x) =
∞∑
n=1

b∗nλn sen
(nπx
L

)
Sendo assim, a série acima é a série de Fourier senoidal de g(x). Novamente da propo-
sição (2.7), vem

b∗nλn =
2

L

∫ L

0

g(x) sen
(nπx
L

)
dx, n = 1, 2, 3, . . . (4.16)

Como λn = (cnπ/L), obtemos por divisão:

b∗n =
2

cnπ

∫ L

0

g(x) sen
(nπx
L

)
dx, n = 1, 2, 3, . . . (4.17)

Assim, determinamos todas os coeficientes desconhecidos em 4.13 em série da solução
U(x, t).
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Exemplo 4.1. Vamos considerar uma corda elástica de comprimento L = 10 cm,
presa nas extremidades, com coeficiente c = 1. A corda é colocada em movimento sem
velocidade inicial de uma posição inicial

f(x) =


x

8
, 0 ≤ x ≤ 8

10− x
2

, 8 < x ≤ 10

Figura 4.1: Posição inicial da corda.

Para encontrar U(x, t) (deslocamento), para a posição inicial f(x) dada, temos que
resolver o problema de valor inicial e de fronteira

Utt = Uxx
U(0, t) = U(10, t) = 0

U(x, 0) = f(x)

Ut(x, 0) = 0

Desde que g(x) = 0, temos de (4.16) que b∗n = 0. Usando (4.15) e integrando por
partes, obtemos

bn =
2

10

∫ 10

0

f(x) sen
(nπx

10

)
dx

=
1

5

∫ 8

0

x

8
sen
(nπx

10

)
dx+

1

5

∫ 10

8

10− x
10

sen
(nπx

10

)
dx

=
25

2n2π2
sen

(
4nπ

5

)
De (4.12) temos que λn =

nπ

10
. Assim, a solução em série é dada por:

U(x, t) =
∞∑
n=1

25

2n2π2
sen

(
4nπ

5

)
cos

(
nπt

10

)
sen
(nπx

10

)
A figura (4.2) de U(x, t) em função de x para 0 ≤ x ≤ 10 e para diversos valores de t,
com n finito.



Equação da onda: Vibrações de uma corda 36

Figura 4.2: Gráficos de U em função de x para valores fixos de t.

Figura 4.3: Gráficos de U em função de x e de t.

Exemplo 4.2. Considere uma corda elástica de comprimento L = 10 cm, pressa nas
extremidades, com coeficientes c = 1, sem deslocamento inicial, porém com velocidade
inicial dada por

g(x) =
4x

500
(10− x)2, 0 ≤ x ≤ 10

Aqui, temos que resolver o problema de valor de inicial de fronteira

Utt = Uxx
U(0, t) = U(10, t) = 0

U(x, 0) = 0,

Ut(x, 0) = g(x)
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Desde que f(x) = 0, segue de (4.15) que bn = 0. De (4.16), tem-se

b∗n =
2

nπ

∫ 10

0

4x

500
(10− x)2 sen

(nπ
10
x
)
dx

=
2

125nπ

20000(2nπ + nπ cos(nπ))

n4π4

=
320

n4π4
(2 + cos(nπ)

Portanto de (4.13), a solução é dado por

U(x, t) =
∞∑
n=1

320

n4π4
(2 + cos(nπ)) sen

(
nπt

10

)
sen
(nπx

10

)

Figura 4.4: Gráficos de U em função de x para valores fixos de t.

Figura 4.5: Gráficos de U em função de x e de t.



5 Conclusão

Neste trabalho apresentou-se um estudo introdutório as séries de Fourier bem como
calcular seus coeficientes. Ortogonalidades das funções senos e cossenos. Estabeleceu-
se condições suficientes para convergência de Fourier. Mostrou-se que a série de Fourier
se torna mais simples quando trabalhamos com funções pares e ímpares. E finalmente
expôs a utilidade do uso de séries de Fourier na resolução de equações diferenciais.
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A Apêndice

A.1 Exemplo 2.3: Séries de Fourier com maple-15
Como calcular a série de Fourier de uma função f definida no intervalo

−L < x < L

Condições sobre f:
i) f e f ′ são continuas por partes no intervalo [−L,L];
ii) f(x) = f(x+ 2L), isto é, f é periódica de período 2L

Considere-se o exemplo 2.3 da seção 2.2.

f(x) =


0, −π < x < 0

x, 0 < x < π
f(x+ 2π) = f(x)

Usa-se os comandos a seguir para obter os gráficos da função, os coeficientes de Fourier
e alguns termos da série através do software maple-15.

restart:
with(plots):
L := π:
f := x→ piecewise(x > −π and x < 0, 0, x > 0 and x < π, x):
plot(f(x), x = −L..L)
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Calculando o coeficiente a0

A0 :=
1

L
int(f(x), x = −L..L)

π

2

Calculando o coeficiente an

A := n→ 1

L
int
(
f(x).cos

(n.π.x
L

)
, x = −L..L

)
:

A(n)

1

πn2
[(−1)n − 1]

Calculando o coeficiente bn

B := n→ 1

L
int
(
f(x).sin

(n.π.x
L

)
, x = −L..L

)
:

B(n)

(−1)n+1

n

Comando para alguns termos da série de Fourier

s := (x,N)→ A0

2
+ sum

(
A(n).cos

(n.π.x
L

)
+B(n).sin

(n.π.x
L

)
, n = 1..N

)
:

s(x, 5)

Os cinco primeiros termos

π

4
− 2

π
cos(x)− 2

9π
cos(3x)− 2

25π
cos(5x) + · · ·+ sen(x)− 1

2
sen(2x) +

1

3
sen(3x) + . . .

Gráficos da função com sua serie de fourier(n=5 termos)

plot([s(x, 5), f(x), f(x+ 2L), f(x− 2L)], x = −L..L)
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Gráficos da função com sua serie de fourier(n=1, n=3 e n=15 termos)

plot([s(x, 1), s(x, 3), s(x, 15), f(x)], x = −L..L)

A.2 Exemplo 2.4: Séries de Fourier com maple-15
Como calcular a série de Fourier de uma função f definida no intervalo

−L < x < L

Condições sobre f:
i) f e f ′ são continuas por partes no intervalo [−L,L];
ii) f(x) = f(x+ 2L), isto é, f é periódica de período 2L

Considere-se o exemplo 2.4 da seção 2.2.

f(x) =


−1, −π < x < 0

1, 0 < x < π
f(x+ 2π) = f(x)

Usa-se os comandos a seguir para obter os gráficos da função, os coeficientes de Fourier
e alguns termos da série através do software maple-15.
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restart:
with(plots):
L := π:
f := x→ piecewise(x > −π and x < 0,−1, x > 0 and x < π, 1):

Graficando a função

plot(f(x), x = −L..L, discount = true)

Calculando o coeficiente a0

A0 :=
1

L
int(f(x), x = −L..L)

0

Calculando o coeficiente an

A := n→ 1

L
int
(
f(x).cos

(n.π.x
L

)
, x = −L..L

)
:

A(n)

0

Calculando o coeficiente bn

B := n→ 1

L
int
(
f(x). sen

(n.π.x
L

)
, x = −L..L

)
:

B(n)

−2(cos(nπ)− 1)

nπ

Comando para alguns termos da série de Fourier (n=5)
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s := (x,N)→ A0

2
+ sum

(
A(n).cos

(n.π.x
L

)
+B(n).sin

(n.π.x
L

)
, n = 1..N

)
:

s(x, 5)

Os cinco primeiros termos

4 sen(x)

π
+

4 sen(3x)

3π
+

4 sen(5x)

5π

Gráficos da função com sua serie de fourier(n=5 termos)

plot([s(x, 5), f(x), f(x+ 2L), f(x− 2L)], x = −4L..4L, discount = true)

Gráficos da função com sua serie de fourier(n=1, n=3 e n=15 termos)

plot([s(x, 1), s(x, 5), s(x, 15), f(x)], x = −L..L, discount = true)
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A.3 A equação de Onda: Vibrações de uma corda
Elástica com maple-15

Corda elástica com deslocamento inicial não nulo e velocidade inicial não nula.
Resolver o problema,

∂2

∂t2
u(x, t) = a2

(
∂2

∂x2
u(x, t)

)
u(0, t) = 0, u(L, t) = 0

u(x, 0) = f(x),
∂

∂t
u(x, 0) = g(x)

Onde f(x) e g(x) são, respectivamente, a posição e a velocidade iniciais da corda.
Usando o método de separação de variáveis temos que a solução do problema é dada
por:

u(x, t) =
∑
n

(
an cos

(
nπat

L

)
+ bn sen

(
nπat

L

))
sen
(nπx
L

)
onde

an = (2/L)

∫ L

0

f(x) sen
(nπx
L

)
dx e bn = (2/anπ)

∫ L

0

g(x) sen
(nπx
L

)
dx

Vejamos alguns exemplos: Exemplo 1. restart : with(plots) : L := 10 : a := 1 :
f := x→ 0 :

g := x→ 4x(10− x2)2

500
:

Grafico de f(x)

plot(f(x), x = 0..L, color = red)

Grafico de g(x)

plot(f(x), x = 0..L)
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Calculando o coeficiente an

a := n→ (2/L) ∗ int(f(x) ∗ sin(n ∗ π ∗ x/L), x = 0..L) :
an :

Calculando o coeficiente bn

b := n→ (2/n.π.a) ∗ int(g(x) ∗ sin(n ∗ π ∗ x/L), x = 0..L) :
bn :

A solução é dada por

u := (N, x, t)→ sum
(
(an ∗ cos(n ∗ πa.t/L) + bn sen(n ∗ πa.t/L)) sen

(nπx
L

)
, n = 1..N

)
:

Obtendo alguns números da série

u(6, x, t) :

Graficando u em função de x e t

plot3d(u(20, x, t), x = 0..L, t = 0..4, axes = NORMAL
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Usando o recurso "animate"

animate(u(20, x, t), x = 0..L, t = 0..33, frames = 100)

Gráficos de u em função de x para valores fixos de t

plot([u(10, x, 0.1), u(10, x, 0.3), u(10, x, 0.5), u(10, x, 3)], x = 0..L, axes = normal, color =
[red, yellow, green, blue])


